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——Formulaire

Algebre linéaire

Disclaimer : ces fiches ne remplacent pas la connaissance du cours vu en ECG1/ECG2. Ce sont des
syntheses a utiliser comme outil de révision.

1 Calcul Matriciel

Je ne redonne ici que les formules qu’il me semble possible que vous ayez oubliées, si d’autres défini-
tions/formules vous manquent, vous savez ou est le cours de premiére année!

1.1 Produit matriciel

Définition.
Soit A € My p(R) et B € My q(R). On définit la matrice C = A x B de #;, 4(R) par :
p

¥ (i,5) € [L,n] x [1,q],  [Clig =) _[Alix % [Bl;

k=1

— Propriété 1 (du produit matriciel)

Soient A, B,C des matrices, A un réel. Dans le cas ou les sommes et produits matriciels
sont bien définis :

o Associativité : (AxB)x(C=Ax(BxC).

o Distributivité: Ax(B+C)=AxB+AxC et (A+B)xC=AxC+BxC.
e M(AxB)=(A-A)xB=Ax(\-B).

e [, xA=AxI,=A et 0,xA=Ax0,=0,.

& Mise en garde.

| Le produit matriciel n’est en général pas commutatif!

1.2 Transposée

Définition.
Soit A € My, ,(R). On appelle matrice transposée de A la matrice notée ‘A de ., ,,(R) définie
par :

V(Z,j) € [[1,])]] X [[l,n]], [tAL"j = [A]]J

Autrement dit, ‘A est obtenue & partir de A par échange de ses lignes et de ses colonnes.

5 —4 2 1 —4
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— Propriété 2 (de la transposition)
o VA e My p(R), '(tA) = A.
e YA\ u€R, V(A B) € (MpR)?, 'AN-A4+pu-B)=A-'A4pu-'B.
« YA€ M, ,(R), VB € My4(R), '(Ax B)= 'Bx A

2 Systémes linéaires
2.1 Définitions
Béﬁnition.
e On appelle systéme linéaire a n équations et p inconnues un systéeme de la forme :
a11x1 + -+ a1 pry = by
() a2,1$1'+ ctagpTy = be
an,1:L'1'+ ot appTy = by

ou les z; € R sont appelés les inconnues du systeme, les a; ; € R sont les coefficients du
systeme, et les b; € R forment le second membre du systéme.

o Lorsque les b; sont tous nuls, on dit que le systéme () est homogéne.

Dans le cas général, on appelle systéme homogéne associé a (.%) le systeme (%) obtenu
en remplacant le second membre (b1, ...,b,) par (0,...,0).

o On appelle matrice des coefficients de () la matrice

ailr ... Q1p
A= : : € MnypR).

Gp1 ... QAnp

I
Remarque. (z1,...,z,) € RP solution de () & X = | : | solution de A x X = B.

o
Le saviez-vous ?

Le mot matrice est formé sur le mot latin mater qui signifie meére. 1l
apparait au Moyen Age : comme on enregistrait les enfants & la nais-
sance, il désigna rapidement le registre ou on les inscrivait, d’ou les mots
matricule et immatriculation.

Au début de l'imprimerie, matrice désignait le moule a imprimer sur
lequel on place les caracteres. Par analogie, James Joseph Sylvester (is14
-1897) utilisa ce mot pour nommer le tableau ou I'on enregistre les coeffi-
cients d’un systeme linéaire. Son ami Arthur Cayley (1s21 - 1s95) introduisit s
les opérations usuelles du calcul matriciel (addition, multiplication), et Arthur Cayley (s21 -

jeta les bases de la théorie des matrices. 1895).
& J
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2.2 Echelonnement et méthode du pivot de Gauss
Définition.

e Une matrice est dite échelonnée par lignes si chaque ligne non nulle commence par stricte-
ment plus de zéros que la ligne précédente, i.e. si elle est de la forme générale suivante :

&

I
cocoocoo
ccoco®

*

@
0
0
0

O O O ¥ ¥
O O O ¥ ¥

*
*

)
0
0

O ¥ ¥ ¥ ¥

*
*
*

)
0

S O ¥ ¥ x

ou @ sont des réels non nuls et * sont des réels.

Les réels P sont appelés les pivots de la matrice échelonnée par lignes. Ce sont les premiers
coeflicients non nuls de chaque ligne non nulle.

e Un systéme est dit échelonné par lignes si la matrice de ses coefficients ’est.

e Pour une matrice ou un systéme, on appelle rang le nombre de lignes non nulles.

Théoreme 3 (Pivot de Gauss (1777 - 1855))

Tout systéme (ou matrice) peut se ramener par opérations élémentaires sur ses lignes a un
systéme (ou matrice) échelonné(e) par lignes.

o
Le saviez-vous ?

Cette méthode porte le nom du mathématicien allemand Carl Friedrich
Gauss (1777 - 1855). Elle lui est pourtant bien antérieure, puisqu’elle était
connue des mathématiciens chinois depuis au moins le ler siecle de
notre ére. Sa paternité reviendrait méme a un certain Chang Ts’ang,
chancelier de I’empereur de Chine au 2-ieme siecle avant notre ere.

En Europe, cette méthode fut découverte et présentée bien plus tard,
en 1810, par Carl Friedrich Gauss dans un livre étudiant le mouvement
d’un astéroude. On lui associe aujourd’hui son nom. Carl Friedrich Gauss (77 -

1855)
_ J

& Mise en garde.

Vous pourriez étre tenté de vous écarter de la méthode du pivot en pensant a d’autres opérations
élémentaires qui vous sembleraient plus « intéressantes ». L’expérience montre que ce n’est jamais
une réussite. Le plus efficace est de suivre strictement chaque étape du pivot de Gauss.
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2.3 Résolution d’un systéme linéaire

— Propriété 4
Soit () un systeme linéaire homogéne de n équations & p inconnues, de rang r.

o Sir (rang = nombre d’inconnues), le systéme posseéde pour unique solution

=D
0,...,0);

e si 7 < p (nombre d’inconnues parameétres > 0), le systéme posseéde une infinité de
solutions.

Pour aller plus loin.

On peut montrer que si r < p, 'ensemble Ej des solutions de (-#)) est un sous-espace vectoriel
de R? de dimension le nombre (p — ) d’inconnues parametres.

3 Matrices carrées

3.1 Matrices carrées particulieres

Définition.

[ Soit A e M (R) une matrice carrée.
o La famille ([A];;)i1<i<n est appelée la diagonale de A.
o S’il existe A € R tel que A = X I,, on dit que A est une matrice scalaire ;
o Si[A];; =0 pour tous i # j, A est dite diagonale ;

o Si[A];; = 0 pour tous i > j (resp. i < j), c’est-a-dire si tous ses coefficients situés en dessous
(resp. au dessus) de sa diagonale sont nuls, alors A est ditetriangulaire supérieure (resp.
triangulaire inférieure) ;

o A est dite triangulaire supérieure stricte (resp. inférieure stricte) si A est triangulaire
supérieure (resp. inférieure) et si de plus sa diagonale est nulle.

Définition.
On dit que A € 4, (R) est :

o symétriquesi ‘A=A « antisymétrique si ‘A = —A.

On notera .7, (R) (resp. ,(R)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de

My(R).

Remarques.

e La diagonale d’une matrice antisymétrique est toujours nulle.

o Les ensembles .7, (R) et o7,(R) sont des sous-espaces vectoriels de .#,(R) : ils contiennent 0,
et sont stables par combinaison linéaire. Mais ils ne sont pas stables par produit puisque par

exemple :
(0 0) o (3 1) eommnms (5 3) (1 1) = (5 5) e
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3.2 DMatrices inversibles

Définition.
On dit que A € #,(R) est inversible s’il existe B € ., (R) telle que :

AxB=BxA=1,.

Une telle matrice B est unique. On I'appelle I’inverse de A, et on la note A~1.
L’ensemble des matrices inversibles de ., (R) est noté GL,(R), et appelé groupe linéaire
d’ordre n.

— Propriété 5 (de l'inverse)
o Si A, B € #,(R) sont deux matrices inversibles, alors A x B ’est aussi et son inverse
est :

(AxB)t=B"1xA4l

e Si A€ M,(R) est inversible, alors ' A D'est aussi et (FA) " = ¢ (A1),

Théoréme 6 (Caractérisation des matrices inversibles)

Soit A € #,(R) et B € #;,,1(R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est une matrice inversible ;
(ii) il existe A’ € 4, (R) telle que A’ x A = I,, (et alors A~ = A') ;
(iii) il existe B’ € .#,(R) telle que A x B’ = I,, (et alors A=t = B') ;
(iv) le systeme AX = 0,1 admet une seule solution (X =0,,1) ;
)
)

(v) le rang (du systéme associé &) la matrice A est n ;

(vi) Pour tout B € .#,1(R), le systtme AX = B admet une unique solution (qui est
X = A-1B).

— Propriété 7 (Cas des matrices triangulaires et diagonales)

o Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, tous ses coefficients diago-
naux sont non nuls.

A1 0
o En particulier une matrice diagonale D = . est inversible si, et seulement
0 An
1
v 0
si, \; # 0 pour tout 1 < i < n, et dans ce cas, D! =
0 1
An
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4 Espaces vectoriels
Définition.
Un R-espace vectoriel est un ensemble £ muni de deux lois :
e une loi + d’addition de deux éléments de F,
e une loi - de multiplication d’un élément de R et d’un élément de F,

qui vérifient un certain nombre de propriétés de calcul.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de R sont appelés scalaires.

— Propriété 8 (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel)

Une partie F' d’un espace vectoriel F est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement
si:

(i) Og € F'; (ii) Y(u,v) € F2,V(\,u) € R2 X\-u+p-v € F.

— Propriété 9

Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de F. Alors FF'N G est un s.e.v. de E.

5 Familles de vecteurs, bases, dimension

Définition.
Soit (u1,...,up) des éléments d’un R-espace vectoriel E.
On dit que (u,...,u,) est une famille libre (ou que les vecteurs uy,...,u, sont linéairement

indépendants) si :
P
V()\l, ...,)\p) € RP, (Z Ai-u; =0 = (VZ S Hl,pﬂ, A = 0)) .
i=1

Dans le cas contraire, on dit que la famille (u1, ..., u,) est liée (ou que les vecteurs uy, ..., u, sont
linéairement dépendants), ce qui s’écrit :

— Propriété 10
e Une famille de polynémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts est libre.

e Une famille de matrices-colonne ou de n-uplets échelonnée est libre.

Définition.

Une famille (uq,u,...,u,) de vecteurs d’'un R-espace vectoriel E est dite génératrice de E si :

P
E = Vect(ui, ua,...,up), ie :VueE, I(Ai,....\) €eRP, u= Z)‘Zul
i=1 6
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— Propriété 11
o Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
e Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

e Une sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

Définition.

Une famille de vecteurs de F libre et génératrice est appelée base de E.

— Propriété 12

Une famille Z = (ey, ..

s’écrire de maniére unique comme combinaison linéaire de (eq, . .

., en) est une base de E si, et seulement si, tout vecteur de E peut
., €p), c'est-a-dire :

Vu€ E, 3(A1,..., ) ER™, u=> "X e
i=1

Les scalaires Ay, ..., A, sont appelés coordonnées de u dans la base Z.

Définition.

Soient £ un R-espace vectoriel et & = (ey,...,e,) une base de E.

o Soitu € E, et (my,...
de scalaires tel que :

,my,) les coordonnées de u dans la base £, c’est-a-dire 'unique n-uplet

u=mj-ey+---+my-en.

On appelle matrice des coordonnées de u dans la base A la matrice colonne, notée My (u),
de ces coefficients dans la base £ :

u

mi\ €1
Mg(u) = | :

Mn/) €n

. Soitﬁ:(ul,...,

On appelle matrice de la famille (uy, . .., up) dans la base %, et onnote Mz(F) = Mg(uq,. ..
la matrice de ., ,(R) dont la j-eme colonne est Mg(u;) :

up) € EP, une famille de vecteurs de E.

UI .. u] “ .. up
mi mi,j mip\ €1
m2’1 e m2’j e m2’p 62 . n )
Mg (F) = . . . . ou u; = Zm” -e; pour tout 1 < j <p.
. . . . i—
Mn,1 My, 5 Mnyp/ €n
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Dimension

Définition.
On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie de
E.

Théoréme 13

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit . une famille libre de F, et ¢4 une
famille génératrice de E. Alors on peut compléter .Z a 'aide de vecteurs de & pour former
une base de F.

— Corollaire 14

¢ Tout espace vectoriel E de dimension finie admet une base.

e De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E (Théoréme de
la base extraite).

o Toute famille libre peut étre complétée en une base de E ( Théoréme de la base incom-
pléte).

Théoréme 15

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de F ont le méme cardinal
n. L’entier n s’appelle la dimension de F et est noté dim(FE).

— Corollaire 16

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, ' un sous-espace vectoriel de E.
o F est de dimension finie et dim(F') < dim(E) ;

« F=FE < dim(F) = dim(E).

— Propriété 17

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n. Alors :
o toute famille libre de E est de cardinal inférieur ou égal a n ;
o une famille libre de cardinal n est une base de E ;
o toute famille génératrice de F est de cardinal supérieur ou égal a n ;

o une famille génératrice de E de cardinal n est une base de E.
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ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Définition.
Soit (ug,...,up) une famille de vecteurs de E. On appelle rang de (u1,...,u,) et on note
rg(u1,...,up) la dimension de Vect(ui, ..., up).

— Propriété 18
Soient E un R-espace vectoriel dimension finie n, et (ui,...,u,) € EP. Alors :
o 1rg(ui,...,up) < min(p,n).
o La famille (uy,...,up) est libre si, et seulement si, rg(uy,...,u,) = p.

o La famille (uy,...,up,) est génératrice de F si, et seulement si, rg(ug,...,up) = n.

Définition.
Si M € A, ,(R), on appelle rang de M, et on note rg(M) le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes dans ., 1 (R).

— Propriété 19

Si M € M, ,(R), alors rg(M) = rg(*M).

— Propriété 20

(1) Le rang d’une matrice A est invariant lorsqu’on effectue des opérations élémentaires sur
les lignes de A.

(2) Soit A € M, ,(R) une matrice qu'on ramene par opérations élémentaires sur les lignes
a une matrice échelonnée par lignes A'.

Le rang de A est le nombre de pivots non nuls dans A’ (i.e. le rang du systéme linéaire
homogene associé a A).

— Propriété 21

Si.# = (ui,...,up) est une famille de vecteurs d'un espace vectoriel £ de dimension finie,
et si A est une base de E, alors le rang de .Z est égal au rang de la matrice My (F).

— Corollaire 22

Supposons E de dimension n, et soit % une base de F.

F = (u1,...,uy) est une base de E &  Myx(F) est inversible.
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6 Applications Linéaires

Définition.
Une application f : E — F est dite linéaire si elle satisfait :

Y\ p) € R V(z,y) € B2, f(X-a+p-y) =X f(@)+pu- f(y).
On note Z(E, F') 'ensemble des applications linéaires de F dans F'.

e Si EF = F, on dit que f est un endomorphisme, et on notera Z(E) = Z(E, FE) 'ensemble
des endomorphismes de E.

e Si FF=R, on dit que f est une forme linéaire.

— Propriété 23

o Z(E,F) est un R-espace vectoriel.
e Sife ZEF)etge Z(F,G),alors go f € Z(E,G).

6.1 Noyaux, images
Soit f : ' — F une application linéaire.
Définition.

On appelle noyau de f, et on note Ker(f), 'ensemble :

Ker(f) ={z € E, f(x) =0r}.

— Propriété 24

o Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

o [ est injective si, et seulement si, Ker(f) = {0g}.

Définition.

On appelle image de f, et on note Im(f), I’ensemble :

Im(f) ={f(z), z€e E}={yeF, Jxc £ : f(z) =y}

— Propriété 25

o Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

o [ est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

10
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Théoréme 26

Soit & = (e1,...,e,) une base de E, et .# = (x1,...,zy) une famille de vecteurs de F.
Il existe une unique application linéaire f : E — F telle que f(e;) = x; pour tout 1 <i < n.

De plus :
o f est injective si, et seulement si, # est libre.
o f est surjective si, et seulement si, .# est génératrice.

e f est bijective si, et seulement si, % est une base.

— Corollaire 27
e Une application linéaire est uniquement déterminée par 'image d’une base.

¢ Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

— Corollaire 28

Soit f : E — F une application linéaire. On suppose E de dimension finie, et on note
A = (e1,...,e,) une base de E. Alors Im(f) est de dimension finie, et :

Im(f) = Vect(f(e1), ..., f(en))-

6.2 Rang d’une application linéaire
Définition.

Pentier :

rg(f) = dim(Im(f)).

Théoréme 29 (du rang)
Soit f € Z(FE,F), E supposé de dimension finie. Alors :

dim(F) = dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

— Corollaire 30

On suppose que E et F' sont de méme dimension finie, et soit f € Z(F,F). Ily a
équivalence entre :

(1) f est bijective ; (2) f est injective ; (3) f est surjective.

On suppose E de dimension finie, et soit f € Z(F,F). On appelle rang de f, et on note rg(f),

11
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6.3 Isomorphismes

Définition.
On dit qu'une application f: E — F est un isomorphisme si f est linéaire et bijective.
Si de plus E = F, on dit que f est un automorphisme de F.

Propriété 31

Soit f : E — F un isomorphisme. Notons f~! : FF — E sa bijection réciproque. Alors
fte ZFE).

— Propriété 32

On suppose que E et F sont de méme dimension finie, et soit f € L (FE,F). Ily a
équivalence entre :

(1) f est bijective ; (2) 3ge L(F E),gof=1dg; (3) 3he L(F,E), foh=1dp.

Et dans ce cas, f~! =g = h.

6.4 Projecteurs

Définition.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Pour tout z € E, il existe donc
un unique couple (z,y) € F x G tel que z = x + y.

o Le vecteur z est appelé la projection de z sur F parallélement a G, et noté p(z).

o L’application p: E — F ainsi définie est appelée le projecteur sur I’ paralléelement a G

Illustration graphique. Pour projeter z sur F', on trace la paralléle & G passant par I'extrémité de
z. La projection « de z sur F' est donnée par l'intersection de cette parallele a G avec F.

Projection sur F' parallélement a G.

12
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Remarque. Si p est le projecteur sur F' parallelement a G, alors ¢ = Idg — p est le projecteur sur G
parallelement a F. En effet, si z € E, alors en notant (z,y) € F X G tels que z = z + y, on remarque
que :

q(2) =z—p(z)=z+y—z=y.
De plus, poq=po (Idg — p) = p — p? = 0g(p), et de méme g op =0y ). On retiendra donc :
ptqg=Idg et pog=qop=0gmp).

On dit que p et ¢ sont les projecteurs associés a la décomposition £ = F & G.

Projecteurs associés da la décomposition E = F @ G.

— Propriété 33

Soit p € Z(F). Alors :
p est un projecteur & pop=np.

Plus précisément, E = Im(p) @ Ker(p) et p est le projecteur sur Im(p) parallelement a
Ker(p).

Définition.
Soient F' et G des sous-espaces supplémentaires de E, et soit p et g les projecteurs associés. On

appelle symétrie par rapport a I' dans la direction de G 'endomorphisme s = p — q =
Idg — 2q.

13
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