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——Formulaire

Polynomes

Disclaimer : ces fiches ne remplacent pas la connaissance du cours vu en ECG1. Ce sont des syntheses
a utiliser comme outil de révision.

1 Unicité des coefficients

— Propriété 1 (Unicité de I’écriture d’un polynéme)

n
e Soit P:x — Z apz® un polynome. Alors :
k=0

PZOR[I} & ap=a;=-=ap=0.

n
+ Tout polynéme P # Ogj, s’écrit de maniere unique P : x +— Z apz® avec n € N,
k=0
(ag,...,an) € R" et a, # 0. La suite (ak)kefo,n) est appelée suite des coefficients de
P.

2 Degré d’un polynome

— Propriété 2 (du degré d’un polynéme)
Soient P et ) deux polynomes et A € R*.

o deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).
Si de plus deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q)).

o deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q). En particulier, deg(A - P) = deg(P).
o Sideg(Q) > 1, deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).
o Sideg(P)>1, deg(P') = deg(P) — 1. Si P est constant, P' = 0.

Du fait que le degré du polynéme nul vaut —oo, on tire le corollaire suivant :

— Corollaire 3 (Intégrité)
Soient P et ) deux polynoémes. Alors :

PxQ= ORM & P = OR[x] ou @ = OR[:J:}-
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3 Division euclidienne

Théoréme 4 (de la division euclidienne)

Soient A, B deux polyndmes, avec B # 0. Il existe un unique couple (@, R) de polynémes
tel que :

e

A= BQ+R,
deg(R) < deg(B).

Q@ et R sont appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

4 Racines et factorisation d’un polynéme

Définition.

Soient P € R[z] et a € R. On dit que a est une racine de P si P(a) = 0.

— Propriété 5 (Caractérisation d’une racine)
Soient P un polynéme de degré n et a € R. Alors :

a est une racine de P < (z — a) divise P.

Théoréme 6 (Nombre de racines distinctes)

e Tout polyndéme non nul de degré n admet au plus n racines distinctes.

AN

e Un polyndéme de degré au plus n admettant au moins n + 1 racines distinctes est le
polynéme nul.

Théoréme 7 (Ordre de multiplicité d’une racine)

Soient P € R[z], a € R et r € N*. On a ’équivalence entre :
(1) 3Q € Rla], P = (z — a)'Q et Q(a) £ 0 ;

(2) (z —a)" divise P et (x — a)"*! ne divise pas P ;

e

(3) P(a) = P'(a) =---=Pr=1(a) =0 et P")(a) # 0.

Si I'une de ces conditions est satisfaite, on dit que a est racine de P de multiplicité r
exactement.

Théoréme 8 (Nombre de racines comptées avec multiplicité)

o Tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines comptées avec leurs ordres
de multiplicité.

e Un polyndéme de degré n admettant au moins n + 1 racines comptées avec leurs ordres
de multiplicité est le polynéme nul.
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— Propriété 9 (Relation coefficients-racines pour un polynéme de degré 2)
Soit P : x + ax? + bxr + ¢ un polynéme de degré 2 (a # 0). On pose A = b? — 4ac le

discriminant de P. Supposons A > 0, et notons 1 et xs les racines, distinctes ou non, de
P. On dispose des égalités suivantes :

c
1+ To=—— et xTiT2=—.
a a

Théoréme 10 (Factorisation d’un polynoéme a coefficients réels)

Tout polynéme P de R[z]| peut s’écrire comme produit de polyndmes a coefficients réels de
degré 1 et de polynoémes a coefficients réels de degré 2 a discriminant strictement négatif.
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