ECG - Maths approfondies - M. Postic Lycée Louis Pergaud

ECG1
DM des vacances de la Toussaint.

Exercice 1 L’objectif est d’étudier la suite (uy,)neny donnée par :

UO:1
VneN, up,41 =1+ L

Un

Plus précisément, on étudiera les suites (uzn),cy €t (U2n41),cy & Iaide des fonctions f(z) =1+ 1 et g(z) =

f(f (@)

1. On pose
1
frz—14—.
X

Donner I’ensemble de définition de f, puis, pour tout entier n € N, exprimer u, 1 en fonction de u,, et f.
Justifier que u,, est bien défini pour tout entier n.

2. On pose
gz — f(f(2))

Exprimer la suite (u2,)nen et la suite (u2,+1)nen en fonction de g.

3. Calculer les premiers termes de (uy)nen, conjecturer le comportement de la suite (usg,)nen et de la suite
(U2n41)nen-

4. Résoudre I'inéquation g(z) — z > 0.

5. Dresser le tableau de variations de g, et justifiez que, si

1—\/5<x<1+\/5
2 - = 2
alors
1-— 1
V5 ¢ glay < LY5
2 2
et que, si
1
. —&-\/5’
2
alors Y
1++5
g(x) > 5

6. Etudier le sens de variation des suites (u2n)nen €t (U2n+1)neN
7. Les suites (u2y)nen et (Uant1)nen sont-elles convergentes? Si oui, vers quelle limite? On n’attend pas de
justification pour la deuxieme partie de la question.

On pourra justifier plus tard la limite de ces suites quand on aura vu le chapitre sur la continuité.

1. L’ensemble de définition de la fonction f est R* = R\ {0}. En effet, la fonction f n’est pas définie
pour x = 0.

Pour tout entier n € N, on a :
1
Upt1 = f(up) =1+ —

Un

Comme ug =1#0,ona u; = f(up) =1+ % = 2 bien définie. Par récurrence, on montre que u,
est bien défini pour tout entier n et u,, > 0:

Initialisation : Pour n =0, on a ug =1 > 0.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que u,, > 0. On a alors f(u,) bien définie et f(u,) > 0. Donc
Up+1 €Xiste et est supérieur a 0.

Conclusion : Par application du principe de récurrence, on a montré:

Vn € N, u,, existe et u, > 0]
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2. La suite (ugy )nen vérifie, pour tout n > 1 :
uzn = f(uzn—1) = f(f(van-2)) =|g9(uz(n_1))

La suite (u25,41)nen vérifie, pour tout n > 1 :

Uzpi1 = f(uzn) = g(uz2n—1) = [9(U2(n—1)41)

3. Les premiers termes de la suite (uy,)nen sont :

5
Uozl,U1:2,U2: ,U3:§,U4:*,U/5:77...

N W

On constate que la suite (u2y, )nen semble et la suite (42,41 )nen semble [décroissante]. De

plus, elles semblent adjacentes.

4. Résolution de l'inéquation g(x) —x >0 :

o) = = f(7(@) = = (14 7 ) —o = 2 e = A
Il faut alors étudier le signe de cette expression :
x —00 -1 1*2\/5 0 1+2\/g +o0
—r2+x+1 — - 0 + + 0 —
r+1 - 0 + + + +
el + | - 0 + + 0 -
g(z) — = + 0 - 0o 4+ I+ 0o -

Cette expression est positive si et seulement si [z € |—o0; —1[ U 1_2‘/5; 0|uU|0; 1+2‘/5 .

5. Pour le tableau de variations de g, on commence par calculer la dérivée pour x # —1 et & # 0 (elle
existe par quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas). On a, pour tout

tel x :
20+ 1

9(@) ==+

by (@+1)(2) = 2z +1)(1)

gl=) = (@ +1)?
C2r+2-2x-1
- (z+1)?
B

La fonction g est donc strictement croissante sur R\{—1;0}. Pour simplifier, on peut définir g(1) = %
afin que notre fonction soit continue sur [1_2—‘/5, #]

En ajoutant les informations trouvées question précédente, on a alors :

1-5 1+/5

<z<
2 - 2
1—-+5 1 ) 1-v5 1 5
= ¢( 2\[) < g(x) < g( +2\[) car la fonction g est croissante sur [ 2\[, +2\[]
1—-+/5 1 )
I gy < LB
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On peut encore utiliser la croissance de g pour avoir

14+5

x >
- 2

6. Montrons par récurrence que : Vn € N, uy, € [1_2\/5, 1+2‘/5}:

Initialisation : ug = 1 donc vrai au rang O.

Hérédité : Soit n € N. On suppose usg, € {1_2‘/5, 1+2\/5}
1

S
S

1 1
Montrons que ug,4+2 € [ 5 +2 }

car Usy, € [172‘/‘?’, +2\/‘?’

1*2—‘/5, HT‘/‘?’] } et alors d’apres la question précédente

On augpto = g(ugy,) € [
c’est aussi le cas pour g(ugy).

Conclusion : Par application du principe de récurrence on a :

1-v5 1+45
2 2}

Vn € N, us, € [

Mais alors, on a, d’apres la question 4:

Vn € N, ugpq2 — gy = g(ugn) — Uz >0

Et [la suite (ugn)nen est donc croissantel]

Je vous laisse écrire la méme chose pour la suite des termes impairs, mais cette fois-ci elle sera a

valeurs dans [14_2\/5; +OO|: et donc

7. ’Les suites (uan)nen €t (U2nt1)neN SONt convergentes vers 1+2‘/5‘. Pour montrer qu’elles sont conver-

gentes, il suffit de voir qu’elles sont croissante (resp décroissante) et majorée (resp minorée) par
145
2

Exercice 2
Soit (z,,)nen la suite définie par zp = 0, 1 = 2 et 9 = —1 et la relation de récurrence :

Vn €N, Tpi3 —2Tp42 — DTpi1 + 62, =27

1. Pour tout entier n, on pose ¥y, = Tp+1 — L. Déterminez yo et y; et montrez que la suite (yn)nen vérifie
la relation de récurrence :

Vn € N, ynyo — Yny1 — 6yn =27

2. Soit (tn)nen définie pour tout n € N par ¢, = a2™ olt « est un réel fixé.

Déterminez « pour que t,, vérifie la méme relation de récurrence que la suite (y,,) de la question précédente.
3. Pour tout entier n, on pose r, =y, — t,.

(a) Déterminez rq et r1. Exprimez, pour tout n € N, 7,2 en fonction de 7,41 et 7.

(b) En déduire lexpression de r, en fonction de n, puis Pexpression de y,, en fonction de n.
4. Montrez que pour tout n € N*, z,, = ZZ;& Y-

5. Utiliser cette égalité et la définition trouvée plus tét de (yn)nen pour écrire un programme Python qui
calcule, pour n donné, x,,.

6. En déduire enfin ’expression de z,, en fonction de n.
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1. Oy():l’l*l’o:?*o:
e Y1 =22 —T1=—1-2=[=]

Pour montrer la relation de récurrence, on utilise la définition de y,,. Soit n € N, on a :
Yn+2 = Tn4+3 — Tn42

Yn+1 = Tp4+2 — Tp+1
Yn = Tp41 — Tn

En utilisant la relation de récurrence de (2, )nen :
Tpys — 2Tpyo — DTpy1 + 6z, =27
On obtient :
Yn+2 = Yn+1 = 6Yn = (Tnts — Tni2) — (Tni2 = Tny1) — 6(Tns1 — @)
= Tpi3 — 2Tpig — BTpiq + 62, = 27
Donc, la suite (y,)nen vérifie bien la relation de récurrence :
Yn+2 — Ynt1 — 6yn = 2"

2. Soit (tn)nen définie pour tout n € N par ¢, = a2™ ol « est un réel fixé.

Déterminons « pour que t,, vérifie la méme relation de récurrence que la suite (y,)nen de la question
précédente. Soit n € N, on a :

tnyo — tpyr — 6ty = a2"T2 — 27T — 6a2"

=a2"(4—2—6) = a2"(—4)

Pour que cette relation soit égale a 2™, il faut que :

a(—4) =1 donc joo = —-.

Donc, on peut prendre ‘(tn)neN = (—iZ")neN.‘

3. Pour tout entier n, on pose v, =y, — tn.

(a) On a :
— yn — tn = 9
e To=1yo—to 27(7%20):2+%71
=y —t; = 5
e 1=y —t1 =3 (—in) = -3+ % _ 5

La relation de récurrence pour r, est : Pour tout entier n,

1
Tnt2 = Yn+2 — tnsz = (Yns1 + 6yp +27) — (—=2"12)

= [rnt1 + 674

(b) Expression de r, en fonction de n:
La relation de récurrence homogene 1,9 — 41 — 67, = 0 a pour solution caractéristique :

T = AN} + BA}

ol A1 et Ay sont les racines de ’équation caractéristique :

M-A-6=0
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Donc, A\ =3 et Ay = —2.
Ainsi, [r, = A3" + B(—2)"]

En utilisant les conditions initiales :

TQZ%:A+B
r=-2=34-2B

Résolvons ce systeme avec I'algorithme du pivot de Gauss :

| &l

[\eljey)

A+B =
3A-2B =

- Multiplions la premiere ligne par 3 et soustrayons la deuxiéme ligne :

—-5B =

A B 9
4
— L3 — 3L1

- Divisons la deuxieme ligne par -5 :

A +B =9
{ B =—-3 Ls/(-5)

- Soustrayons la deuxieéme ligne de la premiere ligne :

A =-1 L,-L
{ B B 7& 1 3
=~ 720
__1 _ 47
Donc, A = —45 et B = 55.
Ainsi,
[rn = —53" + 2(-2)"]
On a alors ’expression de y,, en fonction de n:
1 a7
n = Tn tn:_in_i_2n+1_2n—2
Un =Tn 0> 2

4. Pour tout n € N*, x,, = ZZ;S Y-
Utilisons cette égalité et la définition trouvée plus t6t de (y,)nen pour écrire un programme Python
qui calcule, pour n donné, z,,.
Listing 1: Calcul de z,, en Python

1 |def calculate_x(n)

2 X =

3 for k in range(n)

4 x =x+ -1/ * 3kkk + / *x (-2)*xxk - 1/4 % 2%xk
5 return x

7 |# Exemple d'utilisation
s |n =
o |print("x_",n," = ",calculate_x_n(n))

10

5. En utilisant la somme des termes de y, :

n—1
1., 47T . 1.,
B R ) L
v 2(103+20( -1

k=0

Nous allons décomposer la somme en trois sommes géométriques distinctes et les calculer séparément.
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e Calcul de la premiere somme géométrique

n—1
1_n
Zark:a !
1—r
k=0
Ici, a = %etr:i’):
S_igk__il—i”"__il—?’"_l—?’”
Z 100 101-3 10 -2 20

e Calcul de la deuxiéme somme géométrique

n—1
47
5o (=2)F
— 20
Lo_4r _ .
Iei,a=55etr=-2:
n—1
47 471 — (=2)™ 471 —(—=2) 47 n
P e e T L
k=0
e Calcul de la troisieme somme géométrique
n—1
_Zok
>3
k=0
Ici,a:—% et r=2
”21_12;3__11—2" 112 1-2n
4~ 41-2 4 -1 4
k=0
o Somme totale
En combinant les trois sommes, nous obtenons :
—/ 1 47 1
k k k
n = - —(=2)F - =2
v Z( 00t 3 )
k=0
1-3" 47 1-2m
= —(1—(-2)"
Tn = o=+ o (1= (=2)") + —;

Pour simplifier, nous mettons tout sur un dénominateur commun de 60 :

3(1-3")  47(1—(-2)")  15(1-2")
60 60 %0

Tpn =

3(1— 37) +47(1 — (=2)") + 15(1 — 2")
60

Ty =
Développons les termes au numérateur :

3-3-3"447—47-(=2)" +15—15-2"
- 60

Tn



ECG - Maths approfondies - M. Postic Lycée Louis Pergaud

34474 15-3-3" —47.(—2)" —15.2"
In = 60

_ 65—3-3"—47-(-2)" —15-2"
n 60

Tn

Donc, 'expression finale de x,, en fonction de n est :

65—3-3"—47-(—2)" —15-2"
— 60

Ln

Exercice 3 (a4 propos des cadeaux de Noél)
On distingue trois catégories de jouets :

e T : Les jouets traditionnels (poupées, peluches, etc...)
e M : les jouets a la mode tiré d’un livre, d’un film, d’une série TV, etc...
o S: les jouets scientifiques (jeu de vulgarisation, éducatif, etc...)

On estime que :

(i) Siun consommateur achéte un jouet de la catégorie T' pour le Noel d’une année, il choisira ’année suivante
un jouet parmi n’importe quelle des trois catégories de maniére équiprobable

(ii) Si un consommateur achéte un jouet de la catégorie M, la probabilité que ’année suivante il choisisse un
jouet T est 1/4, pour un jouet M 1/4 également et pour S, 1/2.

(iii) Si un consommateur a choisi un jouet de la catégorie S, il choisira un jouet T avec la probabilité 1/4, M
avec la probabilité 1/2 et S avec la probabilité 1/4.

Objectif : Afin d’optimiser la production, on veut avoir une vision a long terme d’un tel marché et déterminer
les parts de chaque produit.
Observation : Cette année, les ventes se répartissent de la facon suivante :

e Py = 1‘% est la part de jouets vendu dans la catégorie T.

e qo = % la part de celle de la catégorie M.

o 1= % la part de celle de la catégorie S.

On désigne par p,, g, et r, les parts respectives des jouets T,M et S dans les ventes des années suivantes,
et on admet qu’on peut assimiler ces proportions aux probabilités des événements associés. Ainsi, p, est la
probabilité qu’un individu pris au hasard achéte un jouet dans la catégorie T' la n-éme année.

1. Calculez p1, q1 et r1. Déterminez p, 1 en fonction de p,, g, et r,, puis de méme avec g,, et r,.

Pn+1 Pn
2. Introduire une matrice A telle que Qn+1 =Al qn
TnJrl Tn
3. Soit P et R les matrices définies par
3 2 0 1 1 1 1
P= 4 -1 1 et R:ﬁ 4 -3/2 -3/2
4 -1 -1 0 11/2 -11/2

a) Calculez PR. En déduire que P est inversible.
b) Déterminer la matrice D = P~1AP.

¢) Montrez que pour tout n € N, A® = PD"P~1,
d) En déduire A™ pour tout n € N*.

4. Exprimez p,, T, et g, en fonction de n.

5. En supposant que l'attitude des consommateurs ne changera pas, quelles parts occuperont les différents
jouets a long terme?
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Exercice 4 (Edhec ECS 2021)

1. Question préliminaire :

On consideére une suite (ay,), oy croissante et de limite £ et on pose, pour tout n de N* :

_ 1yl
bn = 5 2 k=0 Ok

(a) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité b,, < a,,, puis étudier la monotonie de la suite
(On ) e

(b) Mountrer que la suite (b,,) converge vers un réel ¢/ qui vérifie ¢/ < £.

neN*

(¢) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, inégalité suivante :

b, + an,

b2n Z 9

(d) En déduire que lim,, 4o by, = limy, 1 oo G-

On se propose maintenant d’étudier la suite (u,) définie par la donnée de ug = 1 et par la relation,

valable pour tout entier naturel n :

neN?

Unt1 = VU2 + Uy
. —1
Pour tout entier naturel » non nul, on pose S, = Z:o Uk

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, u, est bien définie et supérieur ou égal a 1 .

(b) Etudier les variations de la suite (u,)nen, puis établir que la suite (u,)nen diverge et donner sa
limite.

(¢) Compléter le script suivant pour qu’il calcule le n-iéme terme de la suite (uy,)nen

5 U=, viiiveeneen
6 n=n+
7 |print(.......... )

(d) Ecrire un scipt Python qui permette de déterminer et d’afficher la plus petite valeur de n pour laquelle
on a S, > 1000.

3. Recherche d’'un équivalent de u,,.

(a) Montrer que limy, 4o (Upt1 — Un) = 3.

(b) Etudier les variations de la fonction f définie sur [1;+oo[ par f(z) = vz2 + x — x, puis en déduire
que la suite (up+1 — u")nEN est croissante.
(¢) Utiliser la premiére question pour établir que : % — 1.
2 n—+oo
4. (a) Exprimer S, en fonction de w,,.
Indication pas dans le sujet initial : on pourra calculer les premiers termes et démontrer une conjec-
ture par récurrence.

(b) Des propositions suivantes, laquelle (lesquelles) est (sont) vraies 7 Justifier votre réponse.

— 1 iv.
n—-+oo

- 1 i, 25a 5 iii.

3
1
+
8
3
i
+
8
g’l‘m\s

1. (a) Soit n € N*. Pour tout k € [0;n — 1] on a par croissance de la suite :

ag < an
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En sommant ces inégalités pour k allant de 0 & n — 1 on obtient :

n—1 n—1 n—1
E ap < E an, autrement dit g ap < nay
k=0 k=0 k=0

En divisant par n qui est strictement positif on obtient :

On a bien établi :
by < ay

On étudie maintenant la monotonie de la suite (b, )nen+. On s’intéresse au signe de b,11 — by,.
On remarque que :

n n—1 n—1
1 1 1 n 1 1 n
bpi1 = —— = x| ap = ——Qpt+t———X— = ——ap+——b,
1 n—}—l%ak n+1 (a +kzoak> n—i—la +n+1 n;)ak n+1a +n+1
——
=b,,
On a donc :
1 n 1
bpi1 —bp=——apn+——by, — b, = X (an —bp) donc |bpy1 —b, =0
n+1 n+1 n+l s——
I

Bilan : [la suite (by)nen+ est croissante]

Comme la suite (a,)nen est croissante et qu’elle converge vers le réel £ on a pour tout n € N*
: a, < £. Or, on vient de montrer que b, < a,. On a donc :

by, </

Ceci prouve que la suite (by,)nen+ est De plus, elle est (question 1.a). On
en déduit qu’elle converge vers un réel que 'on note ¢'. Enfin, en passant a la limite dans
I'inégalité

b, </
on obtient bien :
<
Soit n € N*. On a :
1 2n—1 1 n—1 2n—1 n—1 2n—1
b 3w g (Lo S =5 T T
k=0 k=0 k=n = k=n
Or, d’une part :
1 n—1 1 y 1n—1 bn
—_— ar = — — —_ —
o LT gt LT
k=0 k=0
——
bn

D’autre part, pour tout k € [n;2n — 1] on a (par croissance de la suite) :

Gk 2 G
On en déduit que :

2n—1 2n—1 1 2n—1 a
mn

Zak>Zan donc %Zak>7

k=n k=n k=n

——
na,
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(d)

On a bien établi 'inégalité souhaitée :

b, an

boy > — + —
2 5 T35

En passant a la limite quand n tend vers +oo dans l'inégalité précédente, on obtient :

Y4
£’>§+§ donc |0/ >/

De plus on a établi en question 1.b I'inégalité ¢/ < £. On en déduit que : £/ = £. Autrement dit

lim b, = lim an‘
n—+00 n——+00

On raisonne par récurrence sur n.
Initialisation : Pour n = 0, le terme ug est bien défini et vaut 1. On a donc bien : ug > 1.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que u,, est bien défini et que : u,, > 1. Montrons que :

Up+41 est bien défini et que : w41 =1

Ona:u2>0etu,>1donc: u2+u, > 1. Le terme u, 1 = \/u2 + u, est donc [bien définil

(la quantité sous la racine est positive) et par croissance de la fonction racine carrée sur [0; +00]
Upt1 > V1 autrement dit
Pour tout n € Non a : u, > 0 donc :
ui +up 2 ui

Par croissance de la fonction racine on en déduit :

VU2 +up =\ u2

Un+1
5 . Cdes s aeig
Enfin, u,, > 0 donc y/u2 = u,. On a donc établi I'inégalité :

unJrl > Up,

Ceci prouve que [la suite (un)nen est croissante] On a donc deux possibilités :

1) soit cette suite converge
2) soit elle diverge vers +oc0.

On va écarter le cas 1) en raisonnant par absurde. Supposons que la suite (u,),en converge,
vers un réel que 'on note ¢. D’une part, pour tout n € N on a :

2 2
Unt1 = VU3 +u, donc  uy, = uy +uy,

En passant a la limite dans cette égalité on obtient :

A=c%4¢ donc c¢=0

D’autre part, ug = 1 et la suite est croissante. On a donc nécessairement : ¢ > 1.

On obtient la contradiction suivante : 0 > 1.

Ceci prouve que la suite (uy,)nen ne converge pas, et donc qu’elle [diverge vers +o0

10
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3.

1 (| Nn=

2 | u=

3 | 8=

4 |while S<=

5 u=sqrt (u™2+u)
6 S=S+u

7 n=n+

s | end

o |print(n)

Remarque Comme S,, > u,_1, S, tend vers +o0o. Ceci garantit que la boucle while s’arrétera.

(a) Pour tout n € Non a:

(\/u%—l—un—un)x(\/u%—l—un—i—un) /2 22
Upp1—Up = /U2 + Up—Up = _ VUp tun —uy

— Un
VuZ 4+ up + up Vu2 4+ up + uy Vu2 + up + u,

En divisant numérateur et dénominateur par u, (licite car u, > 0) on obtient :

1
Un g1 — Up = —e—
1+ +1
. 1 o .
Enfin : lim — = 0 donc par continuité de la fonction £ — ————enx =0
li ! iste et t ! L
im ——— existe et vau — ==
On a bien montré que :
lim_( )=3
n—1>r—I|-1<>o Unt1 = Un) = 2

1
Remarque On pouvait aussi partir de I’écriture wy+1—up = Up X ( 1+ —— 1> et appliquer
\ Unp,
x 1
I’équivalent usuel vV1+2z—-1 ~ — a x=—.
z—0 2 Up,

La fonction f est dérivable sur [1; 4+o00[ et pour tout = € [1;+0o0] :

2041 2412Vl 4o (22 +1—-2Va?+ ) x (20 +1+2Va? + 1)
2vVzi+x 2Vx? + 2Vx? + (Zm—l— 1+ 2vz? +33)

Le dénominateur est positif et le numérateur vaut :

7@ =

2
(2x +1—-2v22+ x) X (23: +1+2va?+ x) = (233—}—1)2—( x? 4+ x) =4z tda+1-4(2%42) = 1> 0

On a donc, pour tout z € [1;+oo] : [f'(x) > 0] Ceci prouve que
la fonction f est [strictement croissantel sur [1; +o0]

On va maintenant montrer que la suite (un4+1 — Un)nen est croissante. Soit n € N. 1l s’agit de
montrer que :

Upt1l — Up K Upg2 — Uptl

Upt1 — Up = VUZ + Uy — up = f(uy)

On a:

et de méme :
Upy2 — Unt1 = f(Unt1)

11
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Or, on sait que : u, < up+1 (question 2.b). Par croissance de la fonction f on en déduit :

f(u'fl) < f(un-‘rl) donc Un+1 — Un < Un+2 — Un+1

Bilan : [la suite (4,41 — Un)nen est croissante]

(c) On applique le raisonnement de la question 1 avec (ap)nen = (Unt1 — Un)nen. Ceci est licite
car la suite (un41 — Un)nen est bien croissante (3.b) et convergente (3.a). On sait d’apres 1.d

que
lim b,= lim a
n—4oo n n—-4oo n
ou la suite (by,)nen+ est définie par :
-1 -1
1% 1% up 1
by, = — ag = — (g1 —ug) = — X (up —up) = — — —
n n n n
k=0 k=0
On a donc :
hm Yol pm )X (@apres 3.a)
im — ——= lim (u — Up) = apres 3.a
n—too n N o+t e "2 P
et donc : 5
U U
lim Tn* — =1 donc lim T":l
n—+4o0o 3 n n—+4o0o bl
~—

tend vers 0

. . n
Ceci prouve bien que : |u, ~ =
n—+oo 2

4. (a) On commence par calculer les premiers termes des suites (u,)nen €t (Sn)nen- :

n 0] 1 2 3
un | 1] V2] V2+V2 \/2+\/§+\/2+\/§
S, 1 1++2 1+vV2+V2+V2

Sur les premiers termes la formule est vérifiée. Essayons d’établir cette formule
par récurrence sur n € N*, Initialisation : Pour n =1 on a bien :

51 = u% -1
~— =
1 2—1

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que : S, = u2 — 1. Montrons que : S, 1 = u,zH_l -1
Ona:

n n—1
SnJrl = Zuk = Zuk+un :Sn+un
k=0 k=0
Par hypothese de récurrence : S,, = uZ — 1. Donc :
Snt1 :ufl—l—ﬁ—un

D’autre part :
2
uiﬂ—l:\/u%—l—un 1= +u,—1

On a donc bien : [Sy41 = ulyy — |

Conclusion : Par application du principe de récurrence, on a donc :

Vn e N*, S, =u2 — 1]
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Bilan :

2

Snuy, 1

n2 T nZ nZ

4 4 4
2

S

" n—+o0 Z

— 2

n

Sn < 1000

n=

u=

while u<=sqrt( )
u=sqrt (u~2+u)
n=n+

print(n)

On cherche maintenant un équivalent de S,, en +o00. On a :

(b) Pour tout n € N* on a donc les équivalences suivantes :

2
u 4
( nn> - ﬁ donc
7 22
~—
tend vers 1 tend vers 0
—1<1000 <= ui < 1001

n—+oo -
4

<~

Un

Lycée Louis Pergaud

< V1001

(on a utilisé la stricte croissance de la fonction racine carrée). D’oti le programme suivant :

13



