ECG - Maths approfondies - M. Postic Lycée Louis Pergaud

ECG1

DM Semaine 7 Polynoémes

Exercice 1 (Un exo de calcul trés simple pour commencer) 1. Effectuer les divisions euclidiennes de

3X° +4X? 4+ 1 par X2 4+2X +3
3X54+2X* - X%+ 1par X3+ X +2

2. Calculer les restes de la division euclidienne du polynéme X™ par les polynémes : X?+3X +2, X2+ X +1
puis (X —1)2.

3. Donner les factorisations des polynémes suivants : Vx € R,

Plx)=a%—42 +52 -2 Qz)=x*+422+9 R(z) =25 — 22° + 52* — 1023 + 2522 — 50z

1. e Pour 3X°+4X2+1,0na:
Quotient: 3X3 —6X2 +3X + 16
Reste: —41X —47
e Pour 3X°+2X*—-X?+1,0na:
Quotient: 3X2+2X —3
Reste: —9X2 - X +7

2.« Pour X2 +3X +2, on a, par le théoréme de division euclidienne:
X" =Qu(X)(X?+3X +2) + Ry(X) ot R,,(X) est le reste de degré au plus 1. Il existe donc
an, et by, réels tels que R, (X) = apX + by,.
On trouve les racines de X2 +3X 4+ 2 : -1 et -2. Alors en évaluant en —1 et —2, on trouve le
systeme suivant :

—an, + b, = (=1)"
—2a, + by = (—2)"

On le résout par pivot de Gauss :

by = 2(—1)" — (=2)" 2L; — Ly
Ap = (_1)n+1 — (—2)" L1 — L2

Donc le reste est ‘RH(X) = (D" = (=2)") X + (2(-1)" — (72)”)‘

e Pour X2+ X +1, on a, par le théoréme de division euclidienne:
X" = Qu(X)( X2+ X +1)+ R,(X) ot R,(X) est le reste de degré au plus 1. Donc il existe
a, et b, réels tels que R,(X) = a, X + b,. Comme le polynéme X2 + X + 1 n’a pas de racine
réelle, on doit trouver une autre méthode pour trouver a,, et b,. Analysons la situation :
— Pour n =0, Rg(X)=1doncap=0et bg =1
— Pourn=1,R(X)=X donca; =1et by =0

Supposons que pour un certain n > 1, on ait R, (X) = a, X +b, et R,,—1(X) = a1 X +bp—1.
Alors :

XnJrl —X.X"
=X (Qu(X)(X?+ X +1) + Ry (X))

= XQu(X)(X?+ X + 1)+ X(anX +by,)

=XQu(X)(X?+ X +1) +a, X* +0,X

=XQu(X)(X?+ X+ D) +a (X2 +X+1) - X —1)+b,X
=(XQun(X)+a)(X?*+ X +1)—a,X —a, +b,X

= (XQn(X)+an)(X?+ X + 1)+ (by — an) X + (—an)
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Donc Ry41(X) = (by — an)X + (—ay). On en déduit le systeme de récurrence suivant :

Vn € N7 {an+1 B bn —n

n+1 — —0dnp

Il s’agit alors d’étudier ces deux suites. Pas mal de maniéres de le faire, je propose d’utiliser

les matrices: on pose, Vn € N,U,, = <Z"> Alors on a Up41 = (:1 (1)> U,. En itérant, on

trouve U,, = (:1 (1)> Uy ou Uy = (2)

-1 1 s (0 -1
1 0). Calculons A _<1 1

(A™)en est périodique de période 3. On en déduit que :

On pose donc A = ( ) et A3 = I,. On remarque que la suite

(1) sin=0 mod3
1 .

U, = 0 sin=1 mod3
1 .
1) sin=2 mod3

Donc le reste est
1 sin=0 mod3

R,(X)=<¢X sin=1 mod3
—X -1 sin=2 mod3
Dans tout ce qui précede, j’ai noté mod 3 le reste de la division euclidienne par 3.

e Pour (X —1)%,ona X" = Q(X)(X —1)%2 + T,(X) ou T,,(X) est le reste de degré au plus 1.
Donc il existe a,, et b, réels tels que T,,(X) = a, X + b,. On a, en dérivant :

X" =Q(X)(X —1)?+a,X +b,
nX" M =Q(X)(X —1)2 +2Q(X)(X — 1) +an

En évaluant en X = 1, on trouve :

1" =a, + b,

n—1
nl =a,

Donc a,, = n et b, =1 —n. Le reste est donc [[,(X) =nX +1—n]

3. o Pour P(x) = 23 — 42 + 5z — 2, on trouve que P(1) = 0. Donc = — 1 divise P(x). En effectuant
la division euclidienne, on trouve :

IP(z) = (z — 1)*(z — 2)|

o Pour Q(x) = *+42%+9, on remarque que le polynéme n’a pas de racine réelle (le discriminant
de #* 4422 +9 vu comme un polyndme en 22 est négatif). On utilise les identités remarquables:

(22 +3)? =2 + 622 +9

Donc :
Qx) = (¢ +3)* =227 = (” +3 = V2r)(a” + 3+ Vo)

On véeifie que les deux polyndémes du produit n’ont pas de racine réelle (leur discriminant est
négatif). Donc la factorisation dans R[X] est :

Q(x) = (° — V22 + 3)(2® + V2z + 3)|
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o Pour S(z) = 28 + 2° — 323 — 1622 + 22 — 12, on trouve que S(2) = 0. Donc z — 2 divise S(x).
En effectuant la division euclidienne, on trouve :

S(x) = (x —2)(2° + 32* + 62 + 92% + 22 + 6)

Et 1a, grosse erreur de ma part lors de la composition de ’exercice : je croyais avoir une autre
racine évidente, mais non. Il est théoriqument possible de factoriser davantage, mais je ne sais
pas comment trouver la racine exacte suivante! Vive les erreurs de calcul...

Exercice 2 On consideére les polynoémes & coefficients réels (P, )nen définis de la fagon suivante :

Po(l‘) =1
Pi(x)==x
Vn >0, Ppy2(x) =22Pp11 () — Py(z)

Etude générale des polynémes.

1.
2.
3.

Calculez P, et P3 et donner leur forme factorisée dans R[z]
Montrez que pour tout n € N*, le degré de P, est n et que le coefficient dominant est 27!

(a) Déterminez en fonction de n la parité de P, c’est a dire : a-t-on pour tout x € R, P, (—z) = P,(z)
(on dit que P, est pair) ? a-t-on pour tout x € R, P,,(—z) = —P,(z) (on dit que P, est impair) ?

(b) Calculez P, (1) puis P,(—1).

. Proposez un programme qui représente P; entre -2 et 2.

Application a la trigonométrie.
On rappelle que Va,b € R, cos(a 4+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et que sin(a + b) = sin(a) cos(b) +
cos(a) sin(b).

Montrer que : Va,b € R, cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b).

Montrer quesid e Ret n € Non a
P, (cos(8)) = cos(nb).

Utiliser ce résultat pour calculer cos(F).

L ! )| et P3($)=4x3—3x:4x(x_£)(x+ ﬁ)

1. On a Py(z) =222 — 1 =2(z — 5 5

2. On montre par récurrence que pour tout n € N*| le degré de P, est n et que le coefficient dominant
est 2771,

Initialisation : Pour n = 1, P;(z) = z est de degré 1 avec coefficient dominant 1 = 2'~1 = 20,
Pour n = 2, Py(x) = 222 — 1 est de degré 2 avec coefficient dominant 2 = 221 = 21,

Hérédité : Soit n > 1. Supposons que P, est de degré n avec coefficient dominant 2" ! et que
P, 1 est de degré n + 1 avec coefficient dominant 2.

Alors :

Pria(z) = 20Ppia () — Po()

Le terme de plus haut degré de 22P, 1 (z) est 2x - 2"z ! = 2"+137+2 Le terme de plus haut degré
de P,(x) est 27 12,

Comme n + 2 > n, le terme de plus haut degré de P, 2(z) est 2" 12" +2 donc P,z est de degré
n + 2 avec coefficient dominant 2"+ = 2(n+2)=1,

Conclusion : Par le principe de récurrence,

[pour tout n € N*, P, est de degré n avec coefficient dominant 2" 1. |

3. (a) On montre par récurrence que pour tout n € N, Py, est pair et Ps,41 est impair.
Initialisation : Pour n =0, Py(x) =1 est pair. Pour n = 1, P;(z) = z est impair.
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Hérédité : Soit n € N. Supposons que Py, est pair et Py, 1 est impair. Alors :

Popi2(—7) = 2(=2) Pany1(—7) — Pon(—7)
= —22(=Pon+1(2)) — Pon(w)
= 2{EP2n+1(.’IJ) — Pgn (JJ)

= [Pen+2(2)]

Donc P, 42 est pair. De plus :

Popy3(—) = 2(—2) Papya(—2) — Papgi(—2)
= —21‘P2n+2($) — (_P2n+1(x))
= —2:1?P2n+2($) + P2n+1(x)

= |—Pap13(x)

Donc P, 43 est impair.

Conclusion : Par le principe de récurrence, [pour tout n € N, P, est pair et P5,,1 ;1 est impair]

(b) Ici encore, de la récurrence double!
Initialisation : Py(1) =1, Py(1) =1 et Py(—1) =1, Pi(—-1) = —1.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P,(1) =1 et P,1(1) =1 et P,(—1) = (=1)". Alors :

Pry2(1) =2P,11(1) — Pa(1)
=2-1-1
=1

et
Paia(—1) = 2(~1)Poa (—1) — Py(~1)
= —2(-1)™ — (-1)"
=2(-1)" = (-1)"
= (-1

Donc Poya(1) =1 et Pyya(—1) = (—1)"+2.
Conclusion : Par le principe de récurrence, [pour tout n € N, P,(1) =1 et P,(—1) = (-1)"]

4. Voici un programme en Python qui représente P3 entre -2 et 2 :

import numpy as np

from matplotlib.pyplot import *
x = np.linspace(-2, 2, 100)

P3 = 4*x*x3 - 3*x

plot(x, P3)

show ()

5 On a:

cos(a + b) + cos(a — b) = (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)) + (cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b))

2 cos(a) cos(b)

En particulier, on a, pour tout n € N :

2 cos(0) cos((n + 1)0) = cos((n + 2)0) + cos(nd).
Je mets ici cette formule car elle sera utile pour la suite!

6. On montre par récurrence que Vn € N, P, (cos(6)) = cos(nb).
Initialisation : Pour n = 0, Py(cos(#)) = 1 = cos(06). Pour n =1, P;(cos(#)) = cos(f) = cos(16).
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Hérédité : Soit n € N. Supposons que P, (cos(#)) = cos(nd) et P,11(cos(d)) = cos((n + 1)8).
Alors :

P, i2(cos()) = 2cos(0) Ppy1(cos(8)) — Pp(cos(6))
= 2cos(0) cos((n + 1)8) — cos(nb)
= cos((n + 2)0) + cos(nd) — cos(nb)
= cos((n +2)6)

Conclusion : Par le principe de récurrence, [pour tout n € N, P, (cos()) = cos(nf).|

7. Ona:
P;(cos(6)) = cos(36).

En particulier, pour § = &, on a :

Or, Ps(x)
0, @» —é. Comme cos (%) > 0, on en déduit que :

™ V3
COS (g) = 73

= 4% — 3z. Donc cos (%) est une racine de P3. On a vu que les racines de P3 sont

Exercice 3 Soient 1,22, z3 les racines de X3 —2X?2 + X + 3. Calculer 23 + 23 + z3.
Cet exercice est un peu plus difficile, n’hésitez pas a me demander aprés avoir cherché si vous bloquez.

Soit P(X) = X3 —2X?2 4+ X + 3. On a 11,2, 23 racines de P. Donc P s’écrit aussi :
P(X)= (X —21)(X —22)(X — x3)
En développant, on trouve :
P(X) = X3 - (1 + 22+ acg)X2 + (z129 + xox3 + 2321) X — T12223
En identifiant les coefficients, on trouve le systéme suivant :

T+ 2o +x3 = 2
T1xo + Toxs + x371 = 1

T1XoT3 — -3
On cherche & calculer S = 3 + 23 + 23. On calcule (21 + 22 + x3)% en développant :

(21 + 22 + 73)% = S + 3(25 w2 + 223 + 2371 + 2373 + 2371 + 2372) + 6717273
= 2% = S+ 3(z122(21 + 22) + Tow3(ze + x3) + w371 (13 + 21)) 4+ 6(—3)
< 24 =5+ 3(z122(2 — 23) + 22w3(2 — x1) + 2321 (2 — 2))
<24 =S+ 6(x122 + xox3 + 321) — I(T12073)
e 24=5+6-1-9(-3)
<—24=5+4+6+27
— S5=24-33
—=S5S=-9
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Donc \xif + 23 + 25 = —9.\




