Lycée Louis Pergaud - Besangon
. o
Devoir n°3

ECG1 — Mathématiques 20 Décembre 2024

La calculatrice est interdite. Durée de I’épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer afin de choisir 'ordre dans lequel
vous comptez traiter les exercices.

2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications,
qui devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laissez une marge a gauche, la premiéere page
libre, et encadrez vos résultats. L’absence de respect de cette consigne entraine
une minoration de la note.

4. Le sujet comporte 6 pages et 9 exercices. Bon courage !

Exercice 1 (Quelques calculs pour s’échauffer) -
Simplifier au maximum

102+3(6n — 2) 3521 (1750 — 7)

1 2n+2 147n+1

Indication : on pourra effectuer la division de 147 par 3.

Résoudre I'inéquation

492 — 422 + 9 S 1422 + 292 — 15
472 — 25 T 422+ 200+ 25

Indication : on pourra effectuer la division euclidienne de 142* + 292 — 15 par 2z + 5

Exercice 2 (Questions de cours)

— Quelle propriété vérifient les racines d’un polynéme ? Démontrer ce résultat.

n k
— Ecrire un programme calculant Z (5) , puis donner la formule permettant de trouver

k=p
directement cette quantité.

— Théoréme limite et suite (vous pouvez le prouver avec a et b de votre choix)

Exercice 3 (Des exercices proches du cours ou du DS précédent)

1. En précisant soigneusement les ensembles de définition et de résolution, résoudre les
équations suivantes, d’inconnue z réelle :

a) 20 —3|=2+4 d) 2e* — 2e** = 24e”.
b) vV—2x—5=x+4. e) In(z> =32z —4) >0
¢) In(2* +1)+2In(2) —n(2x +7)=0. f) z+1 -V +5>0

2. Résoudre en fonction du paramétre m € R le systéme ci dessous :

g, r+my =-3
5] mx+4y =6

. 2 4 3 4
3. 801entA:<_1 _2),32(_1 _1)etn€N.

Calculez A™ et en déduire B".



4. Trouver les polynomes de R, [z] tels que, pour tout z € R :
a) 2P(z* +1) = (2* + 222 + 20+ 4)P'(z) b) P'(2® —1) = (32° + 52 + 2) P(x)
5. Trouver les polynémes P de Ry[x] tels que :
P(0)=0; P(1)=0; P(-1)=1; P'(1)=0; P'(-1)=2.
On pourra donner la réponse sous forme factorisée.
6. Donner la factorisation des polynémes suivants :

a) P=a"+2°+32° -5z, b) Q=2"+ 32" — 10z, ¢) R=az"+62*+ 25.

7. Trouver les réels a et b tel que (X — 1)? divise aX* + bX? + 1, et factoriser dans R[X] le
polynéme obtenu.

8. Calculez les limites suivantes :

23 + 322 — af V2t z+3-3 ) lim exp(cos(r))

i .
a) IHHJPOO Tx + 825 C) alv1—>r% 23— a2 —1—2 ¢ T—+o0 z
3_1 _ 323 4+ e + 2
b) lim v d) lim — - f) lim M
el xd — 2+ —1 z—+oo €2 4+ In(x) + o =0  sin x?

9. Qu’est-ce qu'une base d’un espace vectoriel ? Proposer une base de R?® contenant (1,1, 1)
et démontrer que c¢’en est une.

10. Soit B = {(x,y,2) € R* 2 —y + 22 = 0}.

Montrez que F est un sous espace vectoriel de R? et préciser une base et la dimension de
E.

11. Soient v = (1,2,1), v =(2,0,3) et w = (0,1, 1).
a) Montrez que (u,v,w) est une base de R

b) Donnez les coordonnées du vecteur ¢t = (—1,10, 1) dans cette base.

Exercice 4 (ECRICOME ECT 2023) Assez facile, vous pouvez viser les autres ezxercices
st vous vous sentez a l’aise

Partie 1
U € [0, 1]
On considére la suite (u, définie par : 5 1
( )n>1 P Vn € N u,. 1 = Eun + 3

1. Compléter la fonction en langage Python suivante, qui prend en entrée un entier naturel
non nul n et un réel ul de [0, 1] correspondant au terme initial u; de la suite, et renvoie
le terme u,,.

import numpy as np

def suite(n,ul) :
u=ul
for k in range(..) :
1
return u

2. Donner I'expression du terme général de (uy),~, en fonction de n et de u;.
Partie 2
On consideére les matrices :

9 4 12 0 4 -1 1
=(58) o= (0 8) = (50 e



. On note X; = ( ;1 ) et Xy = ( _11 ) Calculer AX; et AXs.

. Montrer que P est inversible et donner son inverse. (On vérifiera que P~ = Q.)
5. Démontrer que ¥n € N, A" = PD"P~ !,

.SoitX:((l))

a) Calculer P~'X
b) En déduire l'expression de A" X pour tout entier naturel n.
Partie 3

Un client d’une agence de voyages cherche a prévoir ses vacances au soleil pour I'hiver
(entre décembre et février) et a éviter la pluie. Sur la destination souhaitée, on suppose
que soit il pleut, soit il fait beau.

On sait de plus que, pour n € N* :

3

— S'il fait beau un certain jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est 7
1
— S’il pleut un certain jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est 3

Pour n € N*, on note :

— A, lévénement : «Il fait beau le jour n », et a, la probabilité¢ P (A4,,).

— B, I'événement : «Il pleut le jour n », et b, la probabilité P (B,).
On suppose que le jour 1, a savoir le 1* décembre, il fait beau. Donc a; = P (A;) = 1.
. Déterminer by, as, bo.

. Soit n € N*.

1 1 2
a) Montrer que P (A1) — zp (An)+ 5P (By) et que P (Byyr) = 1P () + 5P (By).

1
b) En déduire que ( Gnt1 ) = M( Z" ) ou M = EA.

bn—l—l

a) Exprimer, Vn € N*, ( Z" ) en fonction de M et n.

n

)

c) Justifier que a, + b, = 1.
)
)

b

. On se propose, dans cette question, de trouver le terme général de (ay),,-, et de (by),5,
d’une maniére différente.

En déduire I'expression de a,, et de b, en fonction de n.

5 1
a) Montrer que Vn € N* a, 1 = 5% + 3

3/5\"" 4
b) En utilisant la partie 1, démontrer que Vn € N* a,, = - (ﬁ) + -
¢) En déduire 'expression de b, en fonction de n.

. Déterminer lim a, et lim b,.
n—-+o0o n—-+o0o

. Le client doit partir le 1°* décembre, pour un s¢jour de 10 jours (du 1 décembre au 10
décembre).

a) Quelle est la probabilité qu'il fasse beau durant les 9 premiers jours et qu’il pleuve
le dernier jour?

b) Quelle est la probabilité que le voyageur reparte sous la pluie, ¢’est-a-dire qu’il pleuve
le jour 107



Exercice 5 (Edhec ECS 2021)

1. Question préliminaire :
On considére une suite (a,), oy croissante et de limite ¢ et on pose, pour tout n de N* :

i
L

bn = Qg

0

S|
i}

a) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité b, < a,, puis étudier la

monotonie de la suite (by,),, ey

b) Montrer que la suite (b,), . converge vers un réel ¢ qui vérifie ¢ < /.

neN
c¢) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité suivante :
b
b?n Z = _'2_ an

d) En déduire que lim b, = lim a,.
n—-+0o0o n——+o0o

On se propose maintenant d’étudier la suite (uy),y, définie par la donnée de ug = 1 et
par la relation, valable pour tout entier naturel n :

Upy1 = /U7 + Up

n—1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S,, = Z U
k=0
2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est bien définie et supérieur ou égal a 1

b) Etudier les variations de la suite (u,)nen, puis établir que la suite (u,)nen diverge
et donner sa limite.

¢) Ecrire un scipt Python qui permette de déterminer et d’afficher la plus petite valeur
de n pour laquelle on a S,, > 1000.

3. Recherche d'un équivalent de u,,.

1
a) Montrer que lim (u,41 —u,) = =.
n—-+oo 2

b) Etudier les variations de la fonction f définie sur [1; +oo[ par f(x) = Va2 +z — x,
puis en déduire que la suite (w11 — un)neN est croissante.

— 1.

Un
c) Utiliser la premiére question pour établir que : ?
n—-+0o0

n
2
4. a) Exprimer S, en fonction de u,,.
Indication pas dans le sujet initial : on pourra calculer les premiers termes et dé-
montrer une conjecture par récurrence.

b) Des propositions suivantes, laquelle (lesquelles) est (sont) vraies? Justifier votre

réponse.

.48 .. nS z .28

i — 1 il. - 1 . 2 — 1 iv. —/ > 1
n? n—too 2 notoo S, n—s+oo n  n—too

c) Compléter le script Python suivant afin qu’il fasse le méme travail que celui de la
question 2.c) sans calculer S, :
n=0
u=1 # ul0=1



Exercice 6 (Un grand classique vu en DM)
Soient f,g: R — R telles que f converge en +o00, g périodique et f + g croissante. Montrer
que g est constante.

Exercice 7 (Suite de la forme wu,1 = f(u,)
On considére la fonction f définie sur |0, +00

)
[

par
1 six =
fo =l

Déterminer le signe de f sur |0, +00.
Montrer que f est continue en 1. f se prolonge-t-elle par continuité en 07
Calculer la dérivée f’ de f sur les intervalles |0, 1] et |1, 400

Ll

1
Soit g la fonction g(z) = v — — — 21In(z) définie sur |0, 4+o0].
T

a) Déterminer les limites de g en 0 et +oo.
b) Dresser le tableau de variations complet de la fonction g sur |0, +o00].
c) Préciser le signe de g sur |0, +o00].

5. En déduire le tableau de variations complet de f.

f(z)

6. Déterminer la limite de

quand x tend vers 4oc.

7. Montrer que, pour tout x > 1, on a In(x) < x — 1. En déduire que, pour tout > 1, on
af(z)<uwz
8. Donner la représentation graphique de la fonction f avec sur le méme graphique la droite
d’équation y = x.
9. Soit la suite (uy)nen définie sur N par ug = a > 1 et pour tout n € N, u, 1 = f (un).
a) Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que pour tout n € N, u,, > 1.
b) Déterminer la monotonie de la suite (uy,),en.

¢) En déduire que la suite (u,),en converge et déterminer sa limite.

Exercice 8 (Suite implicite)
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 1 et on consideére la fonction f,, définie
par :

Vo e [0,1], fu(z Zx

1. Soit n € N*. Pour tout = € [0, 1], donner une expression simplifiée de f,(z).

2. Soit n € N*. Montrer que ’équation f,(z) = 1, d’'inconnue x, posséde une unique solution
o, dans [0, 1].

3. a) Montrer que f,11(a;,) = 1 et en déduire que la suite (), . est décroissante.

neN
b) En déduire que la suite (ay,),,cy- converge.

)
4. a) Déterminer ay puis vérifier que 0 < ap < 1.
)

b) Utiliser les variations de la suite (a,), oy pour établir que lim o' = 0.

n——+0o

1
c) En déduire que lim o, = =
n—-+o0o



Exercice 9 (Et une autre! - la fin est un peu plus difficile)

R — R

1. On définit pour tout entier n > 3 la fonction  f,, : { v s 1 —nlne

a) Etudier les variations et les limites de f, et dresser son tableau de variations.

b) En déduire que Péquation f,(z) = 0 admet exactement deux solutions dans R**.
On note a,, la plus petite des solutions et u, 'autre.

c) Justifier que : 1 < a, <n < u,.

2. Etude de la suite (an)n>3

a) Montrer que (an)n>3 est décroissante : on comparera f,,1(a,) avec f1(ans1)

b) En déduire que (an)n>3 est convergente et que sa limite est 1.

In(ay
¢) Montrer que lim Infan)
n—+00 Ay — 1

=1.

d) En déduire la limite de n(a, — 1) quand n tend vers +oo.
3. Etude de la suite (un)

n>3
a) Déterminer la limite de la suite (un)n>3 quand n tend vers +o0.
b) Montrer que, pour tout n >3, nlon <wu, <2nlnn.

Unp

nimn

¢) En déduire la limite de quand n tend vers +o00.

***Bonnes fétes a toutes et tous I***



