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ECG1 — Mathématiques 28 Janvier 2025

La calculatrice est interdite. Durée de I'épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer.

2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications,
qui devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laissez une marge a gauche, la premiére page
libre, et encadrez vos résultats. L’absence de respect de cette consigne entraine
une minoration de la note.

4. Le sujet comporte 4 pages et 6 exercices. Bon courage!

Exercice 1 : Questions de cours

— Donner la loi, I'espérance et la variance pour chacune des lois classiques suivantes :
Bernoulli, binomiale, uniforme. Donner la preuve de l’espérance pour la loi binomiale.
Donner la preuve de la variance pour la loi uniforme.

— Donner la définition d’une base d’un espace vectoriel.

— Donner la définition d’une racine d’'un polynoéme. Rappeler la propriété équivalente a étre
une racine d’un polynéme. Combien de racines admet (au plus) un polynéme non nul ?

I Voir cours

Exercice 2 : Des exercices proches du cours ou du DS
précédent

1. Résoudre en fonction du parameétre m € R les systémes ci-dessous :

roe = m r+my =-3
S1:8 2x+3y+4z =1 SQ:{ 43/ :6
y+z = 2m mr 4y =

.

-1 4 1 1 4 1
b) Soient A= 1 1 —-1|,B={1 3 -1 ].
0 5 0 05 2

Calculer A et A3. En déduire, pour tout n > 3, A™.
Calculer, pour tout n > 3, B".
3. a) Trouver les polynomes de R, [z] tels que, pour tout z € R :

2P(2* +1) = (2 + 22° + 22 + 4) P'(2)

2. a) Inverser la matrice suivante :

b) Trouver les polynémes P de Rs|x] tels que :
P(0) =0; P(1)=0; P(~1)=1; P'(1)=0.

On pourra donner la réponse sous forme factorisée.
¢) Donner la factorisation des polynémes suivants :



i. P=a'42°-222—8z, ii. Q=2a"—-2%-6, iii. R=a°+22°+ 9.

d) Trouver les réels a et b tel que (X + 2)? divise aX* + bX? + 1, et factoriser dans
R[X] le polynéme obtenu.

4. a) Soit E = {(v,y,2) € R®, x —y + 22 =0}

Montrez que E est un sous espace vectoriel de R? et préciser une base et la dimension
de E.

b) Soient u = (1,2,1), v =(2,0,3) et w = (0,1, 1).
i. Montrez que (u,v,w) est une base de R,
ii. Donnez les coordonnées du vecteur ¢t = (—1,10, 1) dans cette base.

Semblable & des exercices faits en classe et dans le DS précédent.
— 2P(2® +1) = 62" +22° + 2z + 1 - P'(x)
— On a déja 2degP =3+degP — 1
— Deux solutions : deg P = —oo ou deg P = 2
— On vérifie d’abord que P = 0 fonctionne. Si P # 0, on a donc :

Va,b,c € R,a#0 P(z)=az’+br+c

— Mais alors 2P(2* + 1) = 2ax" + (4a + 2b)z* + 2(az + b + ¢)

Exercice 3 : Espaces vectoriels

On consideére la matrice A

1 00
1 3 1
A= 2=
I 13
2 2 2

1. Soit X € Ms3;(R). Montrer que ’ensemble des solutions de I'équation AX = X est un
espace vectoriel que I'on notera F;. Déterminer une famille génératrice puis une base de
E.

2. Soit X € M31(R). On admet que I'ensemble des solutions de I'équation AX = 2X est
un espace vectoriel noté Ey. Déterminer une famille génératrice puis une base de Fj.

3. On écrit By = Vect(uy, ug) et Ey = Vect(ug) et on considére P = (uy, ug, u3) une matrice
carrée de taille 3 (ses colonnes sont donc les matrices coordonnées de uy, ug et ug).

a) Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.
b) Déterminer D définie par D = Pt AP.
¢) Montrer que pour tout entier naturel n on a A™ = PD"P~',
d) En déduire A" pour tout entier naturel n.
1. On a déja A x 03 = 0s.

Soient X; et X, des solutions de I’équation, et a et b des réels. Alors :

A((le + bXQ) = A(Cle) + A(bXQ) = aX1 —+ bX2

et donc E est stable par combinaisons linéaires.
Soient xq, x5, 23 € R. On a :




T

T 1 3 1 €
A To _ —= + —T9 + =3 — To
3 —ix —|—ix —|—§:c 3
2"t T o™
T =T
1 1 1 T :.T2+$3
= ——$1+—132+—SL’3:0 = Z’QER
I 73 € R

—5371 + 5132 -+ 51’3 =0

1 1
Ure famille génératrice de E; est donc : (( 1 > , ( 0 ))
0 1

On vérifie que c’est une famille libre : soient A et p € R.

A(l)%—u():(O)@{)\:O SA=p=0
0 0 0 =0

On a donc bien une base de Ej.

( 1 = 21’1
il T 1 3 1 I = 0
2. Az | =2 | & —%fl + %@ + g% =212 o gy =y
T T r3 €R
3 3 L —§$1+§$2+§l’3 :21173 3

— = O

Une base est donc (

)

1 10
3. a) Onadonc: P = ( 1 01 ) On inverse P par la méthode miroir :
011

1 0 -1
Pl = ( -1 1 2 )
1 -1 -1

1 00
b) Oncalcule:D:<0 1 0).
00 2

c¢) La récurrence classique :
Initialisation :

A’ =13 = PLP ' =pPD P!
De plus, comme D = P"*AP, ona A= PDP™!.
Hérédité : Soit ,, € N. On suppose que A" = PD"P~1,
Alors A" = A"A = PD"P'x PDP™' = PD"I;,DP™! = pD"1 P!
Conclusion : Par application du principe de récurrence, pour tout entier n on

alA" = PD"P .




d) Par récurrence, on montre d’abord que, pour tout entier n, D" =

1 00
( 010 ) . (je vous laisse faire) On peut alors calculer :
o0 2"

1 0 0
n—1 1 n—1 1 n—1
An:PDnP—lz -2 + = 2 + = 2 —

NN —

_anl - 27171 = 2n71
+ 5 5 +

Exercice 4 : Matrices et polynémes

On se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (u,) définie par :
ug = 0, uy = 1, uy = 1 et la relation, valable pour tout n de N : w13 = 4up10 — Sty + 2u,.

Un4-2
Pour ce faire, on pose, pour tout n de N, X,, = <un+1> )
U,
1. a) Ecrire la matrice A de .#5(R), indépendante de n, telle que :
VneN, X, = AX,.

b) Vérifier que (A — I)*(A —21I) = 0.
2. On considére le polynéme P de R[X] défini par P(X) = (X — 1)*(X — 2).

a) Justifier, pour tout n € N, Iexistence et 1'unicité d’'un couple (Q,, R,) de R[z] x

Ry[z], tel que :
" = PQ, + R,.

b) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe des réels a,, b, et ¢, tels que :
Ro(z) = ap + by(x — 1) +cp(z — 1)2

c¢) Etablir que: VnéeN, a,=1,b,=nectc, =2"—n— 1.

3. Utiliser la question précédente pour écrire, pour tout n de N, A" comme combinaison
linéaire de I, A — I et (A — 1)

4. Pour tout n de N, donner la troisiéme ligne de la matrice A".

1
5. a) Montrer que : VneN, X, = A" (1)
0

b) En déduire, pour tout n de N, u,, en fonction de n.

[Edhec 2003]

1. a) Pour tout n € N, écrivons :

Un+3 Aty — DUpy1 + 2uy
Xn+1 = | Unt2 | = Un+2 .
Un+1 Un+1

a b ¢ Upt2 AUy yo + bUpi1 + cuy,
AX,=|d e f Unio | = | dupss + eupir + fu, | .
h 1

Un+1 GUn42 + hun+l + ZUn



Alors :

g2 — DUy + 2Up = AUpyo + by + cuy,
XnJrl = AXn ~ Unp42 = dun-‘,—? + EUp+1 + fun
Upt1 = GUnio + hun—H + Z.Un

4 =5 2
On peut donc poser | A = (1 0 0) )
0 1 0

3 =5 2 4 -8 4
OnaA-—-1Iy = (1 -1 0 >, donc (A — I3)? = (2 —4 2>, et de méme
0 1 -1 1 =21

2 =5 2
A—2I3 = (1 -2 0 ) On obtient par produit :
0 1 =2

4 -8 4 2 -5 2 00 0
(A—[g)z(A—213):<2 —4 2>><<1 —2 0):(0 0 0).
1 -2 1 0 1 -2 00 0

Ainsi, on a bien | (A — I)*(A —2I) = 0.

Soit n € N. On effectue la division euclidienne de 2" par P # O : il existe
un unique couple (Q,, R,,) de polyndmes tel que :

" =PxQ,+ R, avec deg(R,) <deg(P)=3.

La famille = (1,2 —1, (x—1)?) est libre car échelonnée en degrés, de cardinal
3 = dim(Ry[z]). C’est donc une base de 'espace Ra[z].

Soit n € N. Puisque R,, € Ry[z], il existe des réels a,, b, et ¢, (uniques) tels
que :

Roy(X) = ap + b, (X — 1) + (X — 1)

Soit n € N. Il existe donc ay, b,, ¢, € R tels que :
2" =P X Qp+ ay +by(x — 1)+ cp(z—1)? (%)

Rappelons que P = (z—1)%(z—2). P est ici sous forme scindée, ses racines sont
1 et 2 de multiplicités respectives 2 et 1. En particulier, on a P(1) = P'(1) =
0= P(2).

En évaluant (%) en « = 2, on obtient :

2" = P(2) Qn(2) + an + by + ¢y = ay + by + Ca.
=0

En évaluant (%) en x = 1, on obtient :

1=P(1)Qn(l) + an = ay.
=

Dérivons a présent (x) :

nX" ' = (P'Q,+ PQ.) +b, +2c,(X —1).



Evaluons cette derniére égalité en z =1 :

n = (P'(1) Qn(1) + P(1) @, (1)) + bn = bn.
= =

Onobtientdonc‘anzl,bn:netcn:2”—an—bn:2"—n—1.‘

. Pour tout n € N, on obtient en substituant A & x dans la relation (x) :

A" = P(A) XQu(A)Fan [ +by(A=D) ey (A=I)* | = T+ n(A— 1) + (2" —n — 1)(A— D).

——
=0n
3 =5 2 * ok %
. Calculons (A—1) = (1 -1 0 ) et la derniére ligne de (A — I3)* = (* * >x<> ,
0 1 -1 1 -2 1

ce qui nous permet d’obtenir la derniére ligne de A" :
O 0 1)+n(O0 1 -1)+(2"=n-1)(1 -2 1)
=(2"=n—-1 —2"""4+3n+2 2" —2n).

a) Montrons ce résultat par récurrence sur n € N.

1 1
Init. Pour n =0, on a d’apres ’énoncé Xy = (1) =AY (1) . D’ou la propriété
0 0
pour n = 0.

Hér. Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons 1a au rang

n+1:
1.(a) H.R 1 1
X1 = AX, = AlA"|1 =A™ 1]
0 0

D’ou la propriété au rang n + 1.

Concl. Par  principe de  récurrence, on  obtient  bien que

1
vneN, X, =A" <1>
0

b) Dans la relation de la question précédente, identifions les derniéres lignes : le
coefficient a la derniére ligne de X,, est u,, et il s’obtient a partir de la 3-
éme ligne de A" (que nous avons déterminé précédemment) et du vecteur X.
Autrement dit :

Upt2 * * * 1
X, =|tps1 | = * * * 1
U, M _p—1 —=2"" 4 3pn+2 2" —2n ) \O

*
= *
2" —n—1+ (=2"" +3n +2)

Ainsi, on obtient :

VneN, wu,=2"-—n—1+(=2""+3n+2)=-2"+2n+1.




Exercice 5 : Polynémes d’interpolation de Lagrange -
Reprise DM

Soit n € N, soient n nombres réels tous distincts 1, xo,...,z, et soient yi,vys,...Yn, N
nombres réels (pas forcément distincts).
L’objectif est de trouver un polynome de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que

P(x1) = y1, P(22) = ya, ... P(20) = yn

Un tel probléme est appelé “probléme d’interpolation”.

Autrement dit : on cherche un polynéme qui “passe” par les “points” de coordonnée (x;, ;).
Vous réutiliserez en deuxiéme année ces polyndémes dans le cas particulier o y; = 1 et
Yo = y3 = ... = 0, mais on va présenter ici une méthode "universelle", attribuée & Lagrange
(1736-1813).

Pour tout j € {1,...,n}, on considére le polynéme L; suivant :
T — T
Liz)= ][]
Tj— Tk
ke[1,n]
ks

1. Cas particulier : on suppose n =3, 1 =1, 29 =2 et 3 = 3.
a) Ecrire les polynomes Ly, Ly et Ls sans utiliser le symbole H et calculer L;(x;) pour
tout couple (4,7) € [1, 3]
b) Soient yi, yo et ys trois réels et soit P = yy Ly + yo Lo + y3Ls.
i. Justifier (sans le calculer explicitement) que P est de degré au plus 2.
ii. Montrer que P(x;) = y; pour tout i € {1;2;3}.
2. Cas général : on suppose n quelconque, xy, xa,. ...z, quelconques (mais distincts)
a) Pour tout i € [1,n], déterminer le degré de L;.
b) Quels sont les racines de L; ?
¢) Calculer L;(z;) pour tout couple (4,5) € [1,n]>.

7j=1

i. Justifier que P € R,,_4[z]
ii. Montrer que ce polyndéme P répond au probléme d’interpolation.
e) Soit @ un autre polynéme de R,,_;[z] qui répond au probléme d’interpolation. Etu-
dier les racines du polyndéme P — @) et en déduire que P = ().

3. En utilisant les polynomes d’interpolation, déterminer I'unique polynéme de degré infé-
rieur ou égal a 3 vérifiant P(—1) =1, P(—2) =3, P(1) =9 et P(2) = 3.

(x—2)(x—-3) 1

1. a) Ona Li(z) = {—5 1_3 zﬁ(m—Q)(x—?)),
L) = U= e
et Ly(z) = (r=1)(z=2) = l(:r— 1)(x—2)

3—1 3-2 2
Ensuite, on a
1
Puis LQ(]_) = O, LQ(Q) =1let L3(3) =0
Enfin Lg(l) = 0, L3(2) =0et L3(3) =1.

b) i. Ly, Ly et L3 sont de degré 2, donc en les multipliant par y;, yo ou ys, ils




deviennent soit nul, soit de degré 2.
De plus, en additionnant des polynémes de degré 2, on obtient un polynéme
de degré inférieur ou égale 2 (propriété du cours).
Au final, on a bien P € Ry[z].
ii. C’est immédiat d’aprés le calcul effectué en a) :
P(1)=y1 X 1 +ya x 0+y3 X 3=y.
On a de méme P(2) = yo et P(3) = ys.
2. a) L; est un produit de n — 1 polynémes de degré 1. C’est donc un polynéme de
degré (n—1)x1=n—1.
b) L; est donné sous sa forme factorisé : les racines sont évidentes et ce sont tous
les zy, avec k # i. (C’est a dire n — 1 racines)

c) D’aprés ce qu’on vient de dire, L;(z;) = 0 si i # j. Sii = j, alors

ne)= [ %= I 11

xXr
ke[i,n] *° kef1,n]
k#i k#i

d) 1. C’est la méme justification que pour la question 1bi) : P est une combinai-
son linéaire de polynoémes de R,,_1[z], donc P € R, _4[x].

ii. Pour tout i € [1,n], on a

P(z;) = Z%Lj(l’i)

Or Lj(z;) = 0sii # j, et Li(z;) = 1si4 = j. Donc dans la somme
définissant P, il ne reste qu’un terme non nul : y; x 1.
Ainsi, P(x;) = y; et le polynéme P répond bien au probléme d’interpola-
tion.
e) Comme @ € R,,_1[z], alors P — Q € R,,_;[z].
De plus, pour tout i € [1,n], on a P(x;) = y; et Q(x;) = y;, donc (P—Q)(z;) =
0.

Ainsi, tous les x; sont racines de P — (). Comme ils sont distincts, on a donc n
racines distinctes pour P — @), qui est de degré inférieur a n — 1.

Par conséquent, P — @) est le polynome nul, donc P = Q).
Il y a bien unicité du polynéme d’interpolation...
3. Cette fois, xr1 = =1, 19 = =2, 3 =1 et x4 = 2.
On a 4 polynomes a calculer :
(z+2)(x—1)(z—2)

L) = ST St ) - (e -2

Ly(x) = <_“"2++12 <_5"2__1£ <_5"2__2§ = 1—21(1; +1)(z — 1)(z - 2)

(x+1)(z+2)(x—2) -1
@) =0T T2 102 - g e lEr)E=2)
(+1)(z+2)(x—1) 1
L = S
=0T e a1 1
D’apres I’étude précédente, il suffit de prendre P(x) = Li(x) + 3Lo(x) + 9L3(z) +
3L4(l’)

r+1)(z+2)(x—1)



ce polynéme est bien de degré 3 et répond au probléme. Le calcul explicite (en
développant) n’apporte pas grand chose, si ce n’est un entrainement pour du calcul
de fractions...

Remarque pour aller plus loin :  Les polynémes de Lagrange constituent des
bases de I'ensemble R,,_;[x], c’est & dire des briques "élémentaires" permettant de
construire tous les polynomes de degré inférieur a n — 1.

Les coefficients qu’on met devant ces polynémes (et qui permettent donc de répondre
au probléme d’interpolation) sont appelés "coordonnées". Il est intéressant de voir
que le polyndéme qui passe par —1, —2, 1 et 2 a pour coordonnées (—1,—2,1,2).
D’un point de vue formel, ¢’est donc extrémement efficace : on peut facilement écrire
des programmes qui calculeront de maniére rapide et efficace le polynéme qui "va
bien" pour notre probléme.

Exercice 6 : Déplacement d'un pion sur un triangle

On considére trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le dépla-
cement aléatoire d’un pion se déplacant sur ces trois points. A ’étape n = 0, on suppose que le
pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du pion respecte les deux régles
suivantes :

— le mouvement du pion de I'étape n a I’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion

N 9. .
a l'étape n;

— pour passer de I’étape n a I’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux

de rester sur place, sinon il se déplace de maniére équiprobable vers I'un des deux autres
points.

Pour tout n € N, on note A,, I’événement "le pion se trouve en A a ’étape n", B,, I'événement
Y 7

"le pion se trouve en B a I'étape n" et C, I’événement "le pion se trouve en C' & I’étape n".

On note également, pour tout n € N,

AR AN o S

an
a, = P(A,), b, = P(B,), ¢, = P(Cy,) et V,, = < b, ) .

Cn

Calculer les nombres a,, b, et ¢, pour n =0, 1.

Pour n € N, exprimer a,, en fonction de a,, b, et c,. Faire de méme pour b, 1 et ¢,.1.

Donner une matrice M telle que, pour tout n € N, on a V,, 1 = MV,,.

1
Trouver une matrice J telle que M = Z—L(_[g +J).

Exprimer, pour tout n € N, J".
Montrer que, pour tout n € N, on a

1 4" +2 4" -1 4" -1
M™ 4" -1 4"4+2 4" -1 .

S-AV\ g1 g1 a4 9

Indication : on pourra tenter d’écrire 4" en utilisant une formule bien connue.
En déduire une expression de a,, b, et ¢, pour tout n € N.
Déterminer les limites respectives des suites (ay,,), (b,) et (¢,). Interpréter le résultat.

1. lag =1, by =0, cg = O‘ puisque le pion commence en A. Puis :

a; = P(Ay) = P(A1 N Ay) + P(A1 N By) + P(A1 N Cy) Par les probas totales

DN | —




De méme,

. SoitneN. On a:

Ap41 = P(An-i-l)

—etc =
1 1

P(A,41NB,)+ P(A1NCy)

= Py P(Api1)P(Ay) + Pp P(Ay1)P(By) + Po, P(Api1)P(C)

1 1 1

2 4

— S Un _bn “tn
a+4 + =c

On obtient de méme :

. D’apres la question précédente, on trouve sans difficultés que

1
M: —([3+

11 1
11 1
4 111

)

(probas totales)

(formule de Bayes)

1 1 1 1 1 1
bn+1 = Zlan + §bn + ch et |ch1 = Z_lan + an + icn
M =

. On calcule J*> = 3J. Montrons alors par récurrence que : Vn € N*, J" = 3" .
Initialisation : Pour n = 1 on a 3" ' = 3% = 1 et donc la formule est vraie.

Hérédité : Soit n € N*; on suppose que J" = 3"'J, montrons que J" ™ =3"J :

Jrt— gn g =371 ) = 3713, =3"J]

Conclusion : Par application du principe de récurrence, |Vn € N*, J% = 3" 1J.




6. On utilise ici le bindme de Newton. Soit n € N. On a :

I3—|—J

)J k[ "~k Newton car les matrices commutent

1 & ny .
D (QJ
k=0

1 n
_ 4—n( g) JO 4+ ; (k’) Jk) On isole le terme 0 pour utiliser Q.5) sur le reste
_ 1 ~ (1 i1
- Y0 ()3
k=1
- i(l + (En: . 3k1)J ) On essaye de faire apparaitre Newton
S AT\ 3 y pp
L b () (M)
=nstg L 0
k=0
1 1= (0 s
_ 1 i
w5l (k)3 1)J)
k=0
1 1
- 47(]3 + 5(4" —1)J) Newton avec (34 1)"
1
3 ~(3.I3+ (4" = 1)J)
P R R
; <4n_1 4" 42 4n_1>.

7. Par la méme récurrence que dans l'exercice 2, on montre que

2

1+ —

an 1 4™ 4 2 1 41"
wneN, (b =nr(0) =L (1) =12
1— —

4n

1
8. Les trois limites sont 3 Ce n’est pas surprenant : la seule chose qui change entre

les trois positions est la situation initiale mais les régles d’évolution sont ensuite les
mémes. Au bout d’un long moment, on s’attend a ce que 'information initiale soit
diluée dans le hasard répété.

***Bon courage a toutes et tous I***



