Lycée Louis Pergaud - Besangon
DS 6 - Variables aléatoires, intégration, séries, applications linéaires.
Version facile

ECG1 — Mathématiques 21 Mars 2025

La calculatrice est interdite. Durée de I'épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer afin de choisir I'ordre dans lequel vous
comptez traiter les exercices.

2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications, qui
devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laisser une marge a gauche et encadrez vos résultats.
L’absence de respect de cette consigne entraine une minoration de la note.

Exercice 1 - Questions de cours

1. Que signifie £ @ G'7 Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ce soit le cas, avec
démo

2. Rappeler les formules (en citant bien les hypothéses!) des séries géométriques et ses deux dérivées.
Redonner la preuve du résultat sur la série géométrique et sur la série géométrique dérivée
premiére.

3. Compléter la phrase suivante et démontrer le résultat : une application linéaire est injective ...

Exercice 2 - Applications linéaires 1
Soit f: R* — R* définie par
f(l',y,z,t) = (317 - 2y - z,y,2x— 2y7y+2t)
Montrez que f est linéaire.
Soit le polynome P(x) = 2% — 3z + 2. Calculez P(f).
En déduire que f est un automorphisme et donner une expression analytique de f~!.

Déterminez pour tout n > 2 le reste par la division euclidienne de z" par P(z).

En déduire qu'il existe deux suites réelles (ap)nen €t (bn)nen, que vous préciserez, telles que :

SAN R

Vn € N, f* = anf + bpidga

6. En déduire f"(e;) ou les e; forment la base canonique de R".

Soit f : R* — R* définie par
f(:E,y,z,t) = (3x—2y—z,y,2x—2y,y+2t)

1. Montrer que f est linéaire.
Pour montrer que f est linéaire, il suffit de vérifier que f respecte les deux propriétés
suivantes :

— f(u+v) = f(u) + f(v) pour tous u,v € R*.
— f(Au) = Af(u) pour tout A € R et u € R

Soit u = (x1,y1,21,t1) et v = (3, Y2, 20, t2) deux vecteurs de R%. On a :
flu+v) = f(x1 +22,y1 + Y2, 21 + 22,11 + t2).

En appliquant la définition de f, on obtient :

flutv) = (3(@1422)—2(y1+y2)— (21422), y1+y2, 2(x1+32) —2(y1+12), (Y1+y2)+2(t1+12)).



En développant, cela donne :
flutv) = ((Bz1—2y1—21)+(Bza—2y2—22), y1+y2, (221—2y1)+(222—2y2), (y1+2t1)+(y2+2t2)).

Or, cela correspond a f(u) + f(v). Donc f(u+v) = f(u) + f(v).
De méme, pour A € R, on a :

fAu) = f(Az1, A\y1, Az, At).
En appliquant la définition de f, on obtient :
FOw) = (3(Az1) — 2(Ay1) — (Az1), Adyr, 2(Az1) — 2(Agr), Ayr + 2(Aty)).
Cela donne :
JFOw) = A(3x1 — 2y1 — 21,41, 201 — 291,41 + 201) = Af(u).

Ainsi, f est linéaire.

. Calculer P(f) pour P(x)=12>— 3z + 2.

On rappelle que P(f) = f2 —3f +2I, ott f2 = fo f et I est I'identité sur R?.
Calculons f2. Soit (z,y,2,t) € RY. On a :

flx,y,2z,t) = 3z — 2y — z,y, 2z — 2y, y + 2t).
En appliquant f une seconde fois :

fA(z,y,2,t) = f(3z — 2y — z,y, 2z — 2y, y + 2t)
= (3(3z — 2y — 2) — 2y — (2z — 2y),y,2(3x — 2y — z) — 2y,y + 2(y + 2t))
= (9w—6y—3z—2y—2x+4y,y,6x—4y—22—2y,y+2y+4t)
= (7x—4y—3z,y,6m—6y—22,3y+4t).

Maintenant, calculons P(f) :

P(f)(x,y, 2,t) = f2(z,y, 2, ) = 3f(x,y, 2, t) + 2(x, y, 2, t).

En substituant les expressions de f2 et f, et en simplifiant, on obtient :

[P(f)(@3.2,) = (0,0,0,0)]

Donc P(f) = 0.
. En déduire que f est un automorphisme et donner une expression analytique
de L
Puisque P(f) =0, on a:
fP=3f+2I=0 = fo(3I—f)=2I

Donc f~! existe et :

=B ),

f

. Déterminer le reste par la division euclidienne de z" par P(x) pour n > 2.

Le polynome P(z) = z? — 3z + 2 se factorise en P(z) = (z — 1)(x — 2). Par le théoréme de
division euclidienne, pour tout n > 2, il existe des constantes a,b € R telles que :

2" = Q(x)P(x) + ax + b,

ot Q(z) est le quotient. On évaluera " en 1 et 2 pour déterminer a et b :



— En évaluant en x =1, on a :
1"=Q(1)P1)+a(l)+b = 1=04+a+b = a+b=1.
— En évaluant en x = 2, on a :
2"=Q(2)P(2)+a(2)+b = 2"=04+2a+b = 2a+b=2".

En résolvant le systéme :

a+b=1 b=1—-a b=1—-a b=1—-a
2a+b=2" 20+ (1—a)=2" a+1=2" a=2"-1

Donc :

[v" = Q@)P@) + (2"~ Do+ (1 (2"~ 1)) = Q@)P(@) + (2" — Do +2 2"

5. Exprimer f" sous la forme f" =a,f + b,1.
En utilisant le résultat précédent, on a :

f"=QUNPU)+ 2" -Df+(2-2"1
=@ -Df+@2-2Y1

1l suffit donc de prendre ‘ anp=2"—1et b, =2—-2" ‘

6. En déduire f"(e;) ot les ¢; forment la base canonique de R*.
Pour calculer f"(e;), utilisons la formule précédente : f* = a, f + b, avec a, = 2" — 1 et

b, =2 —2".
Calculons d’abord f(e;) pour chaque vecteur de base :
— f(el) (3,0,2,0)
fle2) = (-2,1,-2,1)
f(es) =(—1,0,0,0)

T f(€4) - (0’ 07 07 2)
Donc, pour tout n > 1 :

Fer) = (2" — 1)(3,0,2 0) (2 —2")(1,0,0,0) = (3-2" —34+2—2",0,2-2" — 2,0)
Fiea) = (2" = 1)(=2,1,-2,1) + (2 — 2")(0,1,0,0) = (—=2-2" +2,1,-2-2" +2,2" — 1)
F(es) = (2" — 1)(—1,0,0, 0) +(2-2%)(0,0,1,0) = (—2" +1,0,2 — 2",0)

F™(es) = (2" — 1)(0,0,0,2) + (2 — 27)(0,0,0,1) = (0,0,0,2")

La matrice de f" dans la base canonique est donc :

3-2"—-2"4+2 —-2.2"4+2 -2"41 O

0 1 0 0
2.2"—2 -2.2"+2 2-2" 0
0 2" —1 0 2"

Exercice 3 - Applications linéaires 2
On considére les trois matrices de Ma(R) suivantes :

i (00 o= (09) o= (4 0)

1. On note E I’ensemble des matrices carrées M d’ordre 2 telles que : AM = M D.

a) Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

S =



b) Soit M = ;U ? une matrice de M3(R). Montrer que M appartient & E si et seulement

si:z=0ety=t.
c¢) Etablir que (U, A) est une base de E.
d) A-tonUA€ E?
2. On note f Papplication définie pour tout M € Ms(R) par : f(M) =AM — MD.
a) Vérifier que f est un endomorphisme de My (R).
b) Déterminer le noyau de f et donner sa dimension.
)
)

c) Déterminer les matrices M de Ma(R) telles que f(M) = M.

d) Montrer que la famille (U, A, B,C) est une base de M3(R), ou B = < } 8 ) et C =

0 1
0 0 /)
e) En utilisant la base précédente, montrer que fo fo f = f.

On pourra utiliser sans calculs que f(C) = —C.

1. a) Soit M1, Ms € E et A € R. Par définition, M;, My € E signifie que AM; = M D et
AMy = MsD. Montrons que E est stable par combinaison linéaire :

A()\Ml + MQ) = ANAM + AMy = AMD + MsD = ()\Ml + MQ)D

Donc AM; + My € E. Par conséquent, ‘E est un sous-espace vectoriel de My (R). ‘
b) Calculons AM et M D :

=) (ED)=C o) =6 )6 1)

Pour que AM = M D, il faut que :

-G 1)

Cela donne les équations suivantes :

Donc’M € E si et seulement si 2z =0et y = t.‘

c) D’aprés la question précédente, une matrice M € E s’écrit sous la forme :

M:(g Z)

On peut décomposer M comme suit :

10 01
M-x(o 0)+y<0 1).
Donc M = zU + yA, ou U et A sont linéairement indépendants. Par conséquent,

(U, A) est une base de E.

d) Calculons UA :
10\ /0 1 01
UA:(O 0) <o 1>:<0 0)'




Vérifions si UA € E. Pour cela, calculons A(UA) et (UA)D :

0 1} /0 1 0 0 0 1\ /(0 O 01
AUA) = (0 1) (0 o) = (0 0)’ (TA)D = (0 0) (0 1) = (o 0>'
Comme A(UA) # (UA)D, on a
Soit My, My € M3(R) et A€ R. On a :
f()\Ml + MQ) = A()\Ml + MQ) — ()\Ml + MQ)D.

En développant :
f(/\M1 + MQ) = MM + AMy; — A\M1D — MsD = )\f(Ml) + f(MQ)

Donc f est linéaire, et comme f : Mo(R) = M2(R), ‘c’est un endomorphisme. ‘

Le noyau de f est 'ensemble des matrices M € Ma(R) telles que f(M) = 0, c’est-a-
dire :

AM = MD.

D’aprés la question 1.b, cela équivaut & z =0 et y = ¢. Donc :
_ (T YY) _
M—<0 y>—mU+yA.

Ainsi, le noyau de f est engendré par (U, A), et sa dimension est 2.

Soit M = < i y ) alors d’apreés les calculs du 1(b)

t
rn=(30)-(571)=(:"%")

B z=x y=t—y =1
f<M)_M<:>{z:z t=0 <:>{y:t:()

) . z 0
Donc I'ensemble de ces matrices est { < P ) RS R} =| Vect(B)

Une base de M2(R) doit contenir 4 vecteurs linéairement indépendants. Vérifions que
(U, A, B,C) est une famille génératrice :

et

VM = (ﬁ i’) € My(R), M =zU +yC+ 2B+ (t — y)A.

Donc (U, A, B, C) est une base de M3(R).

11 suffit de calculer f3(ei) pour e; € (U, A, B,C) :

— [(U)=0 = f(U)=0= f(U).

— [(A)=00 = f*(A)=0= f(A).

— f(B)=B = f*B)=B= f(B).

— f(0)=-C = f(C)=C = [f*(0)=-C= [(O)
On a donc, pour tout M € Ms(R) :

M =aU +bA+cB+dC = f3(M) =af(U)+bf(A)+cf(B) +df (C) = f(M).

Donc | f3 = f.




Exercice 4 - Probabilités générales

Soit (A )nen+ une suite d’événements d’un espace probabilisé (2, <7, P). On note p, = P(A,).

OnnoteB:ﬂ UAk

n>1 \k>n

1. Expliquer pourquoi on a :

B = {w € Q, w appartient a une infinité des A, }.

2. On suppose que la série Z P(Ay) converge. Montrer que P(B) = 0.
k

3. On suppose que les événements (A,,) sont indépendants, et que la série Z P(Ay) est divergente.
k

a) Montrer que 'événement B est égal & U ﬂ A
n>1 \k>n

m

b) Exprimer P (ﬂ Ak> en fonction des py.
k=n

c) Montrer que la série Z In(1 — pi) est divergente.

k
On pourra pour cela discuter des cas pr. — 0 et pp - 0.

d) En déduire que P(B) = 1.

1. L’événement U Ay, correspond aux éléments w qui appartiennent & au moins un Ay avec

k>n
k>n.
Donc ﬂ U Aj | correspond aux éléments w qui, pour tout n > 1, appartiennent & au
n>1 \k>n
moins un Ay avec k > n.
Autrement dit, quel que soit le rang n choisi, w appartient encore a4 au moins un A de
rang supérieur a n. Cela signifie exactement que w appartient & une infinité de Ay.

2. On utilise la limite monotone : la suite U Ay est décroissante, donc :

k>n n>1

“+o00
0<PB)= lim P |JA]| <> P4
k=n

n—-+oo
k>n

+o00 400
Car comme la série Z P(Ay) converge, Z P(Ay) existe et Z P(Ay) — 0.

n——+00
Donc | P(B) = 0.

3. a) Par les lois de Morgan généralisées, on a

k=n k=n

N

n>1 \k>n

n>1 \k>n

b) Par indépendance des événements :

P(ﬂ Ak:) =[] PCA) = TT (1 —ps)-
k=n k=n =

k=n



¢) Si (pn)nen ne tend pas vers 0, alors (In(1 — py))nen ne tend pas vers 0 (sinon en
passant a I’exponentielle on aurait lim 1 — p,, = 1 par continuité). Donc la série diverge
grossiérement.

Si (pn)nen tend vers 0, alors on a :
In(1 — pg) ~ —py

Or Z pi diverge, donc Z In(1 — pg) diverge vers —oo par comparaison des séries a
termes constants.

d) On utilise encore la limite monotone, deux fois. D’abord : P H/Tk =
k>n

m m m
i 2 (A7) = i TT0 0= i s (ot 50 =0
=n =n

=n
Encore une limite monotone mais cette fois-ci avec

PB)= lim P (4| =0

n—-+o0o
k>n

Exercice 5 - Ecricome Maths Appro 2024 1/3 de Sujet

1
1. Rappeler en fonction du réel «, la nature de la série Z —.

2.

n=>1
400 N

1 1
On note alors S = Z — et pour tout entier naturel N non nul : Sy = Z — et Ry =
n n

n=1 n=1
“+o00

1
D

n=N-+1

1 . : 1 .
a) En étudiant la monotonie de la fonction ¢ — —, montrer que pour tout entier naturel n

t2’

/”“ dt< 1 </" dt
" 2 S p2 n—1t2'

b) En déduire que pour tout entier naturel N non nul :

supérieur ou égal a 2 :

1 1
Nr1 SISy
3. Déterminer un entier naturel Ny tel que : VN > Ny, |Sy — S| < 1073,
4. On pose pour tout entier naturel N non nul : Ty = Sy + ﬁ
a) Montrer que pour tout entier naturel N non nul :
1
Ty =81 < 3

b) Déterminer un entier naturel Ny strictement inférieur a Ny tel que VN > Ny, [Ty — S| <
1073
On pose maintenant pour tout couple (n,p) d’entiers naturels non nuls :
1
n+1)...(n+p)

un(p) = n(

5. Soit p un entier naturel non nul.

a) Donner un équivalent simple de u,(p) lorsque n tend vers +oc.



b) En déduire la nature de la série Z Un(p)
n>1
On pose pour tout entier naturel p non nul :

+o0
(p) = un(p)

e, 0
n+1

6. a) Déterminer deux réels a, b vérifiant pour tout entier naturel n non nul : u, (1) =

b) En déduire la valeur de U(1).
7. a) Exprimer, pour tout couple d’entiers naturels (n,p) tel que n > 1l et p > 2,u,(p — 1) —
tun+1(p — 1) en fonction de p et de uy,(p).
1
pxp!
8. a) Montrer, par récurrence sur p, que pour tout entier naturel p non nul, pour tout entier
naturel n non nul :

b) Montrer que pour tout entier naturel p non nul : U(p) =

1 ! P
- k—1)!
n2 (n—l—l) (n+p) +; )t (K

1
(n+1)...(n+p)

b) En déduire que pour tout entier naturel p non nul : E 5
n
n>1

p 1 “+o00 1
— _ |
3 A O CE RR

converge et

1

9. En reprenant la méthode de la question 2, que ’on appliquera cette fois a la fonction = — peEs

montrer que pour tout couple (N, p) d’entiers naturels non nuls :

= 1 1 1
0< g < . .
2 +1
n:NHn(n—{—l)...(n—{—p) p+1 NP

10. On suppose maintenant que p = 3. On pose donc pour tout entier naturel N non nul :

N N 1

Sl 1 49
:];2 3'Zn2n+1)(n+2)(n+3) 36+6;n2(n+1)(n+2)(n+3)'

Déterminer un entier No tel que VN > Ny, |Uy — S| < 1073,

11. On représente sur la figure 1 I’évolution des erreurs d’approximation de S par Sy,Tn et Uy,
respectivement. Commenter ce graphique, a la lumiére des réponses apportées aux questions
précédentes.

A toutes fins utiles, on donne 312 = 961, 322 = 1024, 3* = 81 et 4* = 256. erreur du sujet : il
aurait fallu donner les valeurs 6* = 1296 et 7 = 2401.

. . 1 .
1. La série de Riemann E — converge ssi a > 1.
n
n=>1

1
2. a) La fonction ¢ — — est strictement décroissante sur |0; +oo| car dérivable de dérivée

2
t— —— <0.
3
Donc pour tout n > 2, on a :
n<t<n+1

1 <1<1
(n+1)2 = 2 — n?




10-1

100 10' 107 10°
FIGURE 1 — Evolution des erreurs d’approximation de S par Sy, T et Ux.

1
Et la fonction ¢ — 2 est continue sur [n;n + 1]. Par croissance de I'intégrale dans le

sens croissant des bornes, on a :

71 < n+11dt< !
(n+1)2= ), 27 T np¥

En regardant ce résultat avec n — 1 au lieu de n, on a aussi

. : -, o a1 nodt
Conclusion :| pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : 2z < 5 < )
n n n—1

b) Soit N > 1 fixé. On a donc N +1 > 2.
VM > N, par sommation des inégalités précédentes et par la relation de Chasles, on

a:
Milge M M g4
/ Z< 2 2</ Z
N1 ¥ ST Nt
o /M+1dt [—1}1‘“1 1 Lt de e /Mdt [—1]1‘4
T — = |— = — et de méme, - = |— =
Ni1 B2 t Inyg N+1 M1 N t? t ]y
1 1
N M
Donc VM > N >1,o0n a:
M
1 1 1 1 1
N+l M+l 2 RSN M
+ + e WAL
M
1 1 1 1 1 1 1
Or 1 — = t i ——— = —ct i — =R
" e N+1 M+1 N+1uYeN M N mite EN:H 2 =W
n—
comme reste de série convergente.
Donc par inégalités sur les limites, on a :
tout enti turel N > 1 < Ry < !
our tout entier nature P ——— < < —
P = N+1 VSN

3. |Sy = S| =|-Rn| = Ry < — d’apreés la question précédente.

2=



1
Il suffit que N < 107® pour avoir ce que lon souhaite, donc que N > 10%.
| Np = 1000 convient |

4. a) SoitNZlﬁXé.Ona]TN—S|:|S—TN:‘RN—Ni_l
1 1 1 1 1 1 1
Or 1+1 g]fN < NdoncOéRN—Ni_i_1 < N_m’etﬁ_m:
N(N+1)SW
pour tout entier naturel N > 1: |Tx — S| < %

1
b) II suffit que e < 1072 pour avoir ce que I'on souhaite, donc que N? > 10%. D’apreés

les données numériques de I’énoncé, ‘ N7 = 32 convient ‘

5. a) n(n+1)---(n+p) est un polynoéme en n de degré p + 1 donc il est équivalent a son
terme de plus haut degré : n(n+1)---(n+p) ~ nPtL

n——+00
P tient d’équivalent !
ar quotient d’équivalents, | u,(p) o T
1
b) p > 1doncp+12>2>1 donc la série de Riemann Z ) converge.

n=1

Par comparaison de séries & termes positifs, |la série g un(p) converge aussi.

n=>1
1 1 —1 1
6. Soit > 1. ) = ——; — = — d
a) Soit n = un(1) n(n+1) o + n+1 n(n+ 1) one
‘a =letb=-1 Conviennent.‘
al Y Y11 1
b) VN > 1, Zun(l) = Zm :Zﬁ oI 1-— N 1 bar somme télesco-
n=1 n=1 n=1
pique.
Et NEI—Ii-lool TN s 1 donc la série ;un(l) converge (on le savait déja) et sa

somme vaut

+oo
D un(l) =1=U(1).

7. a) Pour tout couple d’entiers naturels (n,p) tel que n > 1 et p > 2,

1 1
unp=1) —tnnlp=1) = S T T T D D (nEp)
_ (n+p)—n
n(n+1)...(n+p)
_ p
nn+1)...(n+p)
= |pun(p)
N N
b) VN > 1,p> tn(p) = > tn(p—1) = unt1(p— 1) = ua(p — 1) — unj1(p — 1) par
n=1 n=1

somme télescopique.



Et ui(p—1) :ﬁ;
+oo 1
savait déja) et sa somme vérifie pz un(p) = —.
p!
n=1

t 1 — 1) = 0 donc la séri
e N_1>I£OOUN+1(p ) onc la série Zun(p)

converge (on le
n=1

Donc, pour tout entier naturel p non nul :

1
p X p!

Ulp) =

a) Comme il y a deux indices, pour une fois je vous conseille de rédiger de la fagon

suivante Pour p > 1, notons P, la propriété

1 !
.(n+p) +Z

« Vn>1,— =
" n?2  nZ(n+ ) —

Dy (k). »

Montrons par récurrence sur p > 1 que cette propriété est vraie pour tout p > 1.

e Initialisation : pour p = 1, on a pour tout n > 1,

1
+Z — Dluy, (k) =
k=1

Donc P; est vraie.
o Hérédité :
Supposons que pour un entier p > 1 on a :

1 p! L
= ]-57 = _1 ! n k
(L e e T R} S ey +; ) (K).
Soit n > 1. Alors
p+1 p
> (k= Dlun(k) = > (k= Dlun(k) + plun(p + 1)
k=1 k=1
1 p!
= - — My, 1
HR n? n2(n+1)...(n+p)+pu(p+ )
1 —(n+p+1)+n
= — +p! %
n2 P n?(n+1)...(n+p)(n+p+1)
B 1 (p+1)!
N n?2 nin+1)...(n+p+1)

Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion :
b) Soit p > 1 fixé.

—+00 1
Pour tout k € [1;
our tou [1; ] onanz:;un( Tl

+
Donc pour tout k € [1;p] on a (k —1)! Zun =

la propriété est vraie pour tout p > 1.



p +oo p
1
Par somme finie de sommes de séries, on a donc Z(k —1)! Z un (k) = Z —
k=1

5
k=1 n=1 k
Mais puisqu’on a un nombre fini de termes dans la somme,
p +00 +oo P
S =D un(k) =D (k= Dlug (k)
k=1 n=1 n=1k=1
+00 1 +oo P p 1
i = —1)! — _
Et on sait donc que Z 3= S et ZZ(kz Dluy (k) = Z %k
n=1 n=1k=1 k=1
Et d’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n non nul :
1 1 <
I'x =— — k— Dluy, (k).
P n?(n+1)...(n+p) n? ;( )Hun (k)
1

Donc la série g pl x

n>1

+oo 1 p 1
| [ _
p';nQ(n—Fl)w-(n—Fp) S Zk2'

n?(n+1)...(n+p)

k=1
Donc
p 1 +o0 1
S = — +p! .
Zk2+p ZnQ(n+1)~--(n+p)
k=1 n=1
9. Vn>1letVp>1,0< 1 < 1 t la foncti tl—>1 t strict t
. Vn e : et la fonction —— est strictemen
- p=5 “n?(n+1)...(n+p) ~ npt2 tpt2
décroissante sur |0; +o00].
1 1 1
Donc pour tout n > 2, Vt € [n — 1;n] CJ0;+o00], on a o < e < e Et

1
la fonction ¢ — iz est continue sur [n — 1;n]. Par croissance de l'intégrale dans le sens

croissant des bornes, on a :

0< 1 </n 1dt
= ppt2 T 1 tp+2

Soit NV > 1 fixé. On a donc N +1 > 2.
VM > N, par sommation des inégalités précédentes et par la relation de Chasles, on a :

M M
1 dt
0< 3 wm< ), v

n=N+1

op [Mat _[ -1 11" 1 1
! N P2 p+1xtp+1 N_p+1 NP+l pfp+l

Donc VM > N >1,on a:

M
1 1 1 1
0< Z np+2 Sp—i-l (Np+1 _MP+1>

n=N+1
M 400
1 1 1 1 1 1 1
Or lim ( — >:><et lim Z—: Z—
p+1 p+1 p+1 +2 +2
M—=+op+ 1\ N M p+1 N M—+o00 N1 np N1 np
comme reste de série convergente.
Donc par inégalités sur les limites, on a :
: = 1 1 1
pour tout entier naturel N >1:0 < Z 3 <
n

n+1)...(n+p) “p+1 Nptl

n=N+1




10. d’apres 8-b), on a pour p = 3, 3! = 6 donc

11.

= 1 6 1
VN >1:[Uy—S|=6 <Ol
- U | nEN:_H n?(n+1)(n+2)(n+3) 4 % N4

6 1
11 suffit que 1 X ~i < 1073, soit N* > 1500. Ce qui donne, d’aprés lerreur d’énoncé
détectée, No = T7.
Le graphique fourni permet de comparer les vitesses de convergence de (Sy), (Tn) et (Un)
vers S : (Uy) converge "plus vite" que (Tn) qui elle méme converge "plus vite" que (Sy).

Et on trouve pour Perreur inférieure 3 1072 des résultats cohérents avec les valeurs de Np,
N7 et No données par la théorie.



