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DS 6 - Variables aléatoires, intégration, séries, applications linéaires.
Version Dure

— Mathématiques 21 Mars 2025

La calculatrice est interdite. Durée de I'épreuve : 4h.

1.

Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer afin de choisir I'ordre dans lequel vous
comptez traiter les exercices.

. Le DS est trés long, j’ai laissé ’exercice du DM pour étre plus juste avec le sujet plus facile, mais

si vous étes sereins sur ce que vous avez fait, je conseille de sauter cet exercice.

. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications, qui

devront étre concises mais précises.

Une présentation agréable sera appréciée : laisser une marge a gauche et encadrez vos résultats.
L’absence de respect de cette consigne entraine une minoration de la note.

Exercice 1 - Questions de cours

1.

2.

3.

Que signifie £ & G 7 Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ce soit le cas, avec
démo

Rappeler les formules (en citant bien les hypothéses!) des séries géométriques et ses deux dérivées.
Redonner la preuve du résultat sur la série géométrique et sur la série géométrique dérivée
premieére.

Compléter la phrase suivante et démontrer le résultat : une application linéaire est injective ...

Exercice 2 - Applications linéaires

Soit f : R* — R* définie par

ARl e

6.

flx,y,2,t) = 3z — 2y — z,y, 2z — 2y, y + 2t)

Montrez que f est linéaire.

Soit le polynome P(z) = 2% — 3z + 2. Calculez P(f). (On rappelle que f*> = f o f)

En déduire que f est un automorphisme et donner une expression analytique de f~!.
Déterminez pour tout n > 2 le reste par la division euclidienne de 2" par P(x).

En déduire qu'il existe deux suites réelles (ap)nen €t (bn)nen, que vous préciserez, telles que :

Vn €N, " = anf + bnidpa

En déduire f"(e;) ou les e; forment la base canonique de R™.

Soit f : R* — R* définie par
f(:E,y,z,t) = (3x—2y—z,y,2x—2y,y+2t)

1. Montrer que f est linéaire.
Pour montrer que f est linéaire, il suffit de vérifier que f respecte les deux propriétés
suivantes :

— f(u+v) = f(u) + f(v) pour tous u,v € R*.
— f(Au) = Af(u) pour tout A € R et u € R

Soit u = (x1,y1,21,t1) et v = (3, Y2, 20, t2) deux vecteurs de R%. On a :
flu+v) = f(x1+ 22,91 + Y2, 21 + 22,11 + t2).
En appliquant la définition de f, on obtient :

flutv) = (3(@1422)—2(y1+y2)— (21422), y1+y2, 2(x1+32) —2(y1+12), (Y1+y2)+2(t1+12)).



En développant, cela donne :
flutv) = ((Bz1—2y1—21)+(Bza—2y2—22), y1+y2, (221—2y1)+(222—2y2), (y1+2t1)+(y2+2t2)).

Or, cela correspond a f(u) + f(v). Donc f(u+v) = f(u) + f(v).
De méme, pour A € R, on a :

fAu) = f(Az1, A\y1, Az, At).
En appliquant la définition de f, on obtient :
FOw) = (3(Az1) — 2(Ay1) — (Az1), Adyr, 2(Az1) — 2(Agr), Ayr + 2(Aty)).
Cela donne :
JFOw) = A(3x1 — 2y1 — 21,41, 201 — 291,41 + 201) = Af(u).

Ainsi, f est linéaire.

. Calculer P(f) pour P(x)=12>— 3z + 2.

On rappelle que P(f) = f2 —3f +2I, ott f2 = fo f et I est I'identité sur R?.
Calculons f2. Soit (z,y,2,t) € RY. On a :

flx,y,2z,t) = 3z — 2y — z,y, 2z — 2y, y + 2t).
En appliquant f une seconde fois :

fA(z,y,2,t) = f(3z — 2y — z,y, 2z — 2y, y + 2t)
= (3(3z — 2y — 2) — 2y — (2z — 2y),y,2(3x — 2y — z) — 2y,y + 2(y + 2t))
= (9w—6y—3z—2y—2x+4y,y,6x—4y—22—2y,y+2y+4t)
= (7x—4y—3z,y,6m—6y—22,3y+4t).

Maintenant, calculons P(f) :

P(f)(x,y, 2,t) = f2(z,y, 2, ) = 3f(x,y, 2, t) + 2(x, y, 2, t).

En substituant les expressions de f2 et f, et en simplifiant, on obtient :

[P(f)(@3.2,) = (0,0,0,0)]

Donc P(f) = 0.
. En déduire que f est un automorphisme et donner une expression analytique
de L
Puisque P(f) =0, on a:
fP=3f+2I=0 = fo(3I—f)=2I

Donc f~! existe et :

=B ),

f

. Déterminer le reste par la division euclidienne de z" par P(x) pour n > 2.

Le polynome P(z) = z? — 3z + 2 se factorise en P(z) = (z — 1)(x — 2). Par le théoréme de
division euclidienne, pour tout n > 2, il existe des constantes a,b € R telles que :

2" = Q(x)P(x) + ax + b,

ot Q(z) est le quotient. On évaluera " en 1 et 2 pour déterminer a et b :



— En évaluant en x =1, on a :
1"=Q(1)P1)+a(l)+b = 1=04+a+b = a+b=1.
— En évaluant en x = 2, on a :
2"=Q(2)P(2)+a(2)+b = 2"=04+2a+b = 2a+b=2".

En résolvant le systéme :

a+b=1 b=1—-a b=1—-a b=1—-a
2a+b=2" 20+ (1—a)=2" a+1=2" a=2"-1

Donc :

[v" = Q@)P@) + (2"~ Do+ (1 (2"~ 1)) = Q@)P(@) + (2" — Do +2 2"

. Exprimer " sous la forme " =a,f + b,I.
En utilisant le résultat précédent, on a :

f"=QUNPU)+ 2" -Df+(2-2"1
=@ -Df+@2-2Y1

1l suffit donc de prendre ‘ anp=2"—1et b, =2—-2" ‘

. En déduire f"(e;) oii les ¢; forment la base canonique de R*.

Pour calculer f"(e;), utilisons la formule précédente : f* = a, f + b, avec a, = 2" — 1 et
b, =2 —2".

Calculons d’abord f(e;) pour chaque vecteur de base :

7 f(el) (3’07270)
fle2) = (-2,1,-2,1)
f(es) =(—1,0,0,0)

T f(€4) - (0’ 07 07 2)
Donc, pour tout n > 1 :

Fer) = (2" — 1)(3,0,2 0) (2—2")(1,0,0,0) = (3-2" —3+2—2",0,2-2" — 2,0)
Fiea) = (2" = 1)(=2,1,-2,1) + (2 — 2")(0,1,0,0) = (—=2-2" +2,1,-2-2" +2,2" — 1)
fes) = (2" — 1)(—1,0,0, 0) +(2-2%)(0,0,1,0) = (—2" +1,0,2 — 2",0)

F(eq) = (2" — 1)(0,0,0,2) + (2 — 27)(0,0,0,1) = (0,0,0,2")

La matrice de f" dans la base canonique est donc :

3-2"—-2"4+2 —-2.2"4+2 -2"41 O
0 1 0 0
2.2"—2 —2.2"+2 2-2" 0
0 2" —1 0 2"



Exercice 3 - Ecricome Maths Appro 2024 1/3 de Sujet

1
1. Rappeler en fonction du réel «, la nature de la série Z —.

n=1
+o0o 1 N 1
On note alors S = g — et pour tout entier naturel N non nul : Sy = E — et Ry =
n n
n=1 n=1
f 1
n2’
n=N-+1
1
2. a) En étudiant la monotonie de la fonction t — — 2 montrer que pour tout entier naturel n

supérieur ou égal a 2 :

(/”Hdt< 1<</% dt
n t2\n2\ n—1t2.

b) En déduire que pour tout entier naturel N non nul :

1 1
Ny Sivsy
3. Déterminer un entier naturel Ny tel que : VN > Np, |Sy — S| < 1073,
4. On pose pour tout entier naturel N non nul : Ty = Sy + Nil
a) Montrer que pour tout entier naturel N non nul :
1
Ty — S| < ek

b) Déterminer un entier naturel Ny strictement inférieur & Ny tel que VN > Ny, |Tn — S| <
1073,

On pose maintenant pour tout couple (n,p) d’entiers naturels non nuls :

1
nn+1)...(n+p)

un(p) =

5. Soit p un entier naturel non nul.

a) Donner un équivalent simple de u,(p) lorsque n tend vers +oc.

b) En déduire la nature de la série Z un(p)

n>1

On pose pour tout entier naturel p non nul :
“+o0o
= Z un(p)
n=1

b
n+1

a
6. a) Déterminer deux réels a, b vérifiant pour tout entier naturel n non nul : u, (1) = —+
n

b) En déduire la valeur de U(1).
7. a) Exprimer, pour tout couple d’entiers naturels (n,p) tel que n > 1 et p > 2, u,(p — 1) —
tun+1(p — 1) en fonction de p et de uy,(p).
1
pxpl
8. a) Montrer, par récurrence sur p, que pour tout entier naturel p non nul, pour tout entier
naturel n non nul :

b) Montrer que pour tout entier naturel p non nul : U(p) =

1 ! P
S k—1)!
n2 (n+1) .(n+p) +; )¥uun(F




1
(n+1)...(n+p)

b) En déduire que pour tout entier naturel p non nul : Z 5 converge et
n

n=1

TR .
— 2 n_lnz(n—kl)-u(n—kp)'

1

9. En reprenant la méthode de la question 2, que ’on appliquera cette fois a la fonction z — o
x

montrer que pour tout couple (N, p) d’entiers naturels non nuls :
“+oo

~ 2 ~N : +1'
n:N+1n(n+1)...(n+p) p+1 NP

10. On suppose maintenant que p = 3. On pose donc pour tout entier naturel N non nul :

21 1 49 1
kZ:: 2 Zn2n+1)(n+2)(n+3) 36 10 Zn2n+1)(n+2)(n+3)
Déterminer un entier No tel que VN > N, |[Uy — S| < 1073,

11. On représente sur la figure 1 I’évolution des erreurs d’approximation de S par Sy,Ty et Uy,
respectivement. Commenter ce graphique, & la lumiére des réponses apportées aux questions
précédentes.

10-9 4

10-1

FIGURE 1 — Evolution des erreurs d’approximation de S par Sy, T et Uy.

A toutes fins utiles, on donne 312 = 961, 32% = 1024, 3* = 81 et 4* = 256. erreur du sujet : il
aurait fallu donner les valeurs 6* = 1296 et 7* = 2401.

. . 1 .
1. La série de Riemann E — converge ssi a > 1.
n
n=1

1
2. a) La fonction t — — est strictement décroissante sur |0; +oo[ car dérivable de dérivée

2
t— —— <0.
t3

Donc pour tout n > 2, on a :

n<t<n+1
1 1 1

e <<=
(n+1)2 = ¢2 — n?

1
Et la fonction t — o) est continue sur [n;n + 1]. Par croissance de I'intégrale dans le



sens croissant des bornes, on a :

[
(n+1)2~J, 2 n?’

En regardant ce résultat avec n — 1 au lieu de n, on a aussi

1</" 1dt< 1
S e S o

N

, , . . a1 nodt
Conclusion : | pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : 2 < — < )
n n n—1

b) Soit N > 1 fixé. On a donc N +1 > 2.
VM > N, par sommation des inégalités précédentes et par la relation de Chasles, on

a:
N L A My
/ Z< 2 2</ 2
Ny U Nt
o /M“dt [—1}1‘“1 1 L de e /Mdt [—1]]‘4
r - = |— = — et de méme, - = |— =
Na1 12 t Iygg N+L M+1 N 2 t ]y
1 1
N M
Donc VM >N >1,on a:
M
N1 1_M1 1= 2 %S%_%
+ + nava1 ™
M
1 1 1 1 1 1 1
Or li - = t lim ——— = —et i — =R
"M e N+1 M+1 N+1C Mot N M NeMirﬁoon_%:H 2 =W
comme reste de série convergente.
Donc par inégalités sur les limites, on a :
tout enti turel N > 1 < Ry < !
r ntier natur : < <=
pour tout entier naturel N' > 1 : —=— NS
1 .
3. |Sy =S| =|-Rn|=Rn < N d’aprés la question précédente.

1
Il suffit que N < 1073 pour avoir ce que lon souhaite, donc que N > 103

‘ Ny = 1000 convient ‘

4. a) Soit N >1 fixé. Ona’TN—S‘ZIS—TNZIRN—Ni_l~
1 1 1 1 1 1 1
Or 1+1 <]12N < NdoncOéRN—N+1 < N_ﬁ’etﬁ_ﬁ:
N(N+1)§W
pour tout entier naturel N > 1 : [Ty — S| < %

1
b) I suffit que Nz < 1072 pour avoir ce que l'on souhaite, donc que N? > 10%. D’apres

les données numériques de I’énoncé, | N1 = 32 convient ‘




5. a)

n(n+1)---(n+ p) est un polynoéme en n de degré p + 1 donc il est équivalent a son
terme de plus haut degré : n(n+1)---(n+p) ~ nPTh

n——+00

1

P tient d’équivalents ~ —
ar quotient d’équivalents, | u,(p) e tirs,

1
p>1donc p+12>2>1donc la série de Riemann Z —7 converge.
1np+
nz

Par comparaison de séries & termes positifs, |la série E up, (p) converge aussi.

n=1
1 1 -1 1
Soit > 1. 1 = @ — — = —— d
o= un(1) n(n+1)’ I n+1 n(n+1) one

‘a =letb=-1 conviennent.‘

al Yo Y1 1
VN > 1, Zun(l) = Zm :ZE I 1- 77 Ppar somme télesco-

n=1 n=1 n=1
pique.

1

Et Nl—iglool TN s 1 donc la série Zun(l) converge (on le savait déja) et sa

n=1
somme vaut

+oo
D un(l) =1=U(1).
n=1

Pour tout couple d’entiers naturels (n,p) tel quen > 1 et p > 2,
1 1
U —1)—u —-1) = —
n(p—1) = tna(p—1) nn+1)..n+tp—1 (m+Dm+1)... (n+p)
_ (n+p)—n
nn+1)...(n+p)
p

nn+1)...(n+p)
= |pun(p)

N N
VN > 1, pzun(p) = Zun(p —1) —tnp1(p— 1) = wi(p — 1) — un4a(p — 1) par

n=1 n=1
somime téleSCOplque.

1
Et ui(p—1) = ] ;et NLiI}’FlOO un+1(p — 1) = 0 donc la série Zun(p) converge (on le

n=1
+0o0o 1
savait déja) et sa somme vérifie pz un(p) = —.
p!
n=1
. 1
Donc, pour tout entier naturel p non nul : U(p) = ol
b xDp:

Comme il y a deux indices, pour une fois je vous conseille de rédiger de la fagon
suivante Pour p > 1, notons P, la propriété :

1 p! L
>1, = = k— D)luy, (k).
« Vn 3 n2(n+1)...(n+p)+;( Mun (k). »

Montrons par récurrence sur p > 1 que cette propriété est vraie pour tout p > 1.
e Initialisation : pour p = 1, on a pour tout n > 1,



1 ! 1
e+ > (k= Dy (k) = ———— + 0lu, (1)

n?(n+1) p n?(n+1)
1 1
= -
n?(n+1) n(n+1)
B n+1
B n?(n+1)
_ 1
= m;
Donc P; est vraie.
o Hérédité :
Supposons que pour un entier p > 1 on a :
1 P
Yn>1, — = —1)!
" n?  n?(n-+ 1) (n+p) +; Jun (k
Soit n > 1. Alors
p+1 P
Sk = Dlug (k) = D (k= D)lun(k) + plug(p+ 1)
k=1 k=1
1 p!
= — — ! 1
HR n? nQ(n+1)...(n+p)+pun<p+ )
1 — 1
= — +pl X — (ntptl)tn
n n2(n+1)...(n+p)(n+p+1)
1 (p+1)!

n? n’(n+1)...(n+p+1)

Donc la propriété est héréditaire.
e Conclusion : la propriété est vraie pour tout p > 1.
Soit p > 1 fixé.

400 1
Pour tout k € [1;p] onaZun( =
n=1
+
Donc pour tout k € [1;p] on a (k — 1)! Zun =
400 p 1
Par somme finie de sommes de séries, on a donc Z —1)! Z un (k) = Z =k
k=1 n=1 k=1
Mais puisqu’on a un nombre fini de termes dans la somme,
+oo P
SUSHID SACED 3) SUSSIIAC
k=1 n=1k=1
+00 +oo P p 1
Et on sait donc que Z— =Set ZZ — 1)l ( ):Zﬁ
n=1 n=1k=1 k=1
Et d’apreés la question précédente, pour tout entier naturel n non nul :
1 1 &
Pl x = — = > (k= Dl (k).

n’(n+1)...(n+p) n —



1
n?(n+1)...(n+p)

Donc la série E p! x converge, et sa somme vérifie

n>1
= 1 L
! =5 - —
pZnQ(n—i—l)---(n—i—p) D5
n=1 k=1
Donc
p 1 +oo 1
S = —_— ! .
ZkQ tP an(n—l—l)-u(n—i-p)
k=1 n=1
1 1 ) 1 .
9. Vn>1letVp>1,0< < ; et la fonction ¢t — —— est strictement
n?(n+1)...(n+p) ~ nrt? tpt2
décroissante sur ]0; +oo.
1 1 1
Donc pour tout n > 2, Vt € [n — 1;n| CJ0; 400, on a o < e < CESC2E Bt

10.

11.

1
la fonction ¢ — e est continue sur [n — 1;n|. Par croissance de l'intégrale dans le sens

croissant des bornes, on a :

0< L < T dt
= ppt2 oy tPT2
Soit N >1 fixé. On a donc N +1 > 2.
VM > N, par sommation des inégalités précédentes et par la relation de Chasles, on a :

M M
1 dt
0< > s /N =
n=N+1

op [Mdt [ -1 11" 1 1
rth+2_p+1><tp+1N_p+1 NP+l pfp+l

Donc VM >N >1,on a:

M
1 1 1 1

M 400
1 1 1 1 1 1 1
Or i — = —— X t i — = —
" Mt p+ 1 (Np+1 Mp+1> pr 1 Ne D s 2 e
n=N+1 n=N-+1
comme reste de série convergente.

Donc par inégalités sur les limites, on a :

= 1 1 1
pour tout entier naturel N > 1:0 < Z 2t i) < | RS,
n=N+1
d’aprés 8-b), on a pour p = 3, 3! = 6 donc
= 1 6 1

YN>1:|Uy-S=6 > <+ X .

W m+1)(n+2)(n+3) 4 N

6 1

Il suffit que 1 X ~i < 1073, soit N* > 1500. Ce qui donne, d’aprés Ierreur d’énoncé
détectée, Ny = 7.
Le graphique fourni permet de comparer les vitesses de convergence de (Sy), (ITn) et (Un)

vers S : (Uy) converge "plus vite" que (T) qui elle méme converge "plus vite" que (Sy).

Et on trouve pour lerreur inférieure a 1072 des résultats cohérents avec les valeurs de Ny,
N7 et Ny données par la théorie.



Exercice 4 - Probabilités générales

Soit (A )nen+ une suite d’événements d’un espace probabilisé (2, <7, P). On note p, = P(A,).

OnnoteB:ﬂ UAk

n>1 \k>n

1. Expliquer pourquoi on a :

B = {w € Q, w appartient a une infinité des A, }.

2. On suppose que la série Z P(Ay) converge. Montrer que P(B) = 0.
k

3. On suppose que les événements (A,,) sont indépendants, et que la série Z P(Ay) est divergente.
k

a) Montrer que 'événement B est égal & U ﬂ A
n>1 \k>n

m

b) Exprimer P (ﬂ Ak> en fonction des py.
k=n

c) Montrer que la série Z In(1 — pi) est divergente.

k
On pourra pour cela discuter des cas pr. — 0 et pp - 0.

d) En déduire que P(B) = 1.

1. L’événement U Ay, correspond aux éléments w qui appartiennent & au moins un Ay avec

k>n
k>n.
Donc ﬂ U Aj | correspond aux éléments w qui, pour tout n > 1, appartiennent & au
n>1 \k>n
moins un Ay avec k > n.
Autrement dit, quel que soit le rang n choisi, w appartient encore a4 au moins un A de
rang supérieur a n. Cela signifie exactement que w appartient & une infinité de Ay.

2. On utilise la limite monotone : la suite U Ay est décroissante, donc :

k>n n>1

“+o00
0<PB)= lim P |JA]| <> P4
k=n

n—-+oo
k>n

+o00 400
Car comme la série Z P(Ay) converge, Z P(Ay) existe et Z P(Ay) — 0.

n——+00
Donc | P(B) = 0.

3. a) Par les lois de Morgan généralisées, on a

k=n k=n

N

n>1 \k>n

n>1 \k>n

b) Par indépendance des événements :

P(ﬂ Ak:) =[] PCA) = TT (1 —ps)-
k=n k=n =

k=n



¢) Si (pn)nen ne tend pas vers 0, alors (In(1 — py))nen ne tend pas vers 0 (sinon en
passant a I’exponentielle on aurait lim 1 — p,, = 1 par continuité). Donc la série diverge
grossiérement.

Si (pn)nen tend vers 0, alors on a :
In(1 — pg) ~ —py

Or Z pi diverge, donc Z In(1 — pg) diverge vers —oo par comparaison des séries a
termes constants.

d) On utilise encore la limite monotone, deux fois. D’abord : P H/Tk =
k>n

m m m
i 2 (A7) = i TT0 0= i s (ot 50 =0
=n =n

=n
Encore une limite monotone mais cette fois-ci avec

PB)= lim P (4| =0

n—-+o0o
k>n

Exercice 5 : Généralisation des séries géométriques

Le but de cet exercice est de généraliser les résultats du théoréme sur les séries géométriques dérivées.
Pour tout entier naturel r et pour tout réel ¢ appartenant a ]0, 1], on considére la suite (Sp(r)),,,

définie par :
[k
v > n — ]C*T’.
nzn s0=3(})s

1. Quelques résultats préliminaires.

a) Justifier & I'aide d’un résultat du cours la convergence de la suite (S,(r)),,~, dans le cas ot
r est égal 4 0, 1, puis 2. Quelle est sa limite dans chacun de ces cas? B

b) Pour r fixé¢, montrer que :

n nrJrl
<r + 1) n—stoo (r+ 1)
En déduire la limite.
2. Etude de la série.

a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a r + 1 :

(1= q)Su(r+1) = Sp_s(r) — <ri 1)an'

k
b) Montrer par récurrence sur r que E ( >qk’” converge, et que :
r

> () =

k=r

| Effectué en classe. Je la mettrai dés que j’aurai eu le temps de ’écrire au propre



Autour des séries - Edhec 2020

Partie 1 : préliminaires (les trois questions sont indépendantes).

n

1
1. Pour tout entier naturel n non nul, on pose u,, = T In(n).
k=1
. . 1 1
a) Justifier que, pour tout entier naturel k£ non nul, on a P <Iln(k+1)—1In(k) < T
b) Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout n de N*: 0 < w, <1.
2. Dans cette question, = désigne un réel élément de [0, 1[.
n
a) Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0, z], simplifier la somme thfl.
p=1
b) En déduire que, pour tout n de N*, on a :
n
P rogn
:—ln(l—x)—/ 1 tdt
=1 P o +t—
xX n
¢) Montrer que lim dt = 0.
n—-+00 0 —
P X
. x x
d) Etablir alors que la série de terme général — est convergente et que : Z — = —In(1—x).
p p
p=1
3. On considére deux suites réelles (ay,)nen+ et (bn)nen & termes positifs et on suppose que les séries
“+o0o +0o0
de termes généraux a, et b, sont convergentes, de somme respectives A = Z an et B = Z by, .
n=1 n=0
n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose ¢, = Z arbn—_i-
k=1
n n n 2n
a) Montrer que : Vn € N, ch < <Z ak> <Z bk) < ch.
k=1 k=1 k=0 k=1
b) En déduire que la série de terme général ¢, converge et que 'on a :
+oo +00 +oo
> (S (0]
n=1 n=1 n=0
2k
c¢) Soit z un réel élément de [0; 1[. On suppose dans cette question que 'on a ap = - (k € N¥)

et by = 2® (k € N).
i. Justifier rapidement que les séries de termes généraux a, et b, sont convergentes et a
termes positifs.

ii. Donner ’expression de ¢, sous forme d’une somme.

Partie 2 : étude d'une fonction définie comme somme d’une série

Dans cette partie on désigne toujours par = un réel appartenant a [0, 1].

4. a) Utiliser la troisiéme question du préliminaire pour établir que :

+oo n 1 +oo 2" +oo
S () (B0 ()
n=1 \k=1 n=1 n=0
. +°°<” 1) o —In(1-2)
b) En déduire que : Z Pl e
1

1—=x
k=



5. a) Montrer que, pour tout réel u strictement positif, on a In(u) < u.

b) En déduire que la série de terme général (In(n))z"

“+oo

6. On pose : f(z) = Z(ln(n))x”

n=1

, avec n > 1, est convergente.

a) Etablir, en utilisant le résultat de la question 1b que :

—In(l-z) = §f(x)§_ln(1_x).
-2 1-=z 1-=z
—1In(1—

b) Montrer finalement I’équivalent suivant :  f(z) ~ M
T—1— 11—z

7. a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de f (valeur en 0 et limite en 1~ comprises).
+oo
8. a) En remarquant que f(z) = Z(ln(n))x”, montrer que : 0 < f(z) < ﬁ — .

b) En déduire que f est continue & droite en 0 et dérivable a droite 0. Donner la valeur du
nombre dérivée a droite en 0 de f.

n=2

Partie 1 : préliminaires (les trois questions sont indépendantes)
1. a) Proposons deux méthodes pour cette question.

Méthode 1. Par ’inégalité des accroissements finis.

Soit k € N*. La fonction f = In est continue sur l'intervalle [k, k + 1], dérivable sur
|k,k+ 1] et on a :

vt €k, k+ 1], LI ') ==-<

E+17—

~ | =

1
K

L’inégalité des accroissements finis nous assure alors que :

<Iln(k+1)—1In(k) <

| =
Rl

Méthode 2. Par encadrement d’une intégrale.

Soit k € N*. La fonction t — . est continue et décroissante sur [k, k + 1], d’ou :

vVt e [k, k+1], ]

<-<

1 1
t
Par croissance de 'intégrale, on obtient :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ —dt S/ —dt S/ —dt,
. k+1 R r k

soit encore :

k:—lH <ln(k+1) = In(k) < %
b) En sommant les inégalités précédentes pour k = 1,...,n — 1, on obtient :
n-l n—1 n-1y
S S i+ ) () < 3o

x~
Il

1

x~
Il

1

e
Il
—



c’est-a-dire :

n 1 n—1 1
z <lIn(n) —In(1) < T
k=2 k=1
D’ou : .
1 1
-1<1 — - <=
n(n) kK~ n
k=1
Ce qui se récrit :
1
0<—-—<wu,<1
n

Ainsi :

]vneN*, 0<u, <1

Soit n € N* et t € [0, z]. Calculons :

n n—1 1 "
p—1 _ P o_— 1.
D= s 1T
p=1 p=0  t£1
Ainsi :

& 1—t"
Vn e N*, VYtel0,z], =
n [0, ] pz_; 17

On intégre ’égalité de la question précédente entre 0 et x :
xz M T n
1—t
/ th_ldt:/ ot
(Rt 0 -
Or, par linéarité de l'intégrale (sur un segment) :
r n n T n 2P
[ eta=y [feta=30 "
U—" =170 =1 p
Egalement par linéarité de I'intégrale (sur un segment) :

xl_tn T 1 x tn ey tn
/ dt:/ dt—/ dt:—ln(l—x)—/ dt.
o 1—t o 1—t o 1—t o 1—t

Finalement :

n P T o4n
mz—ln(l—x)—/ dt.
p o 1—t

p=1

Pour tout ¢ € [0,z (ot x € [0, 1] est fixé), on a 1 —x < 1 — ¢, de sorte que :

" "
<

t <
vt € [0, x|, O_l—t T

On en déduit, en intégrant sur le segment [0, z] :

T n 1 n+1
0</ Y i< °
o 1—t l—zn+1

1 xn—‘rl

Par croissances comparées, lim
n—s+ool —xzn+1

x n

dt existe et vaut 0.

darmes, on peut conclure que | lim
n—+o0 Jg —

= 0. Et d’aprés le théoréme des gen-



d) D’apres la question 2.(b) et la question 2.(c) :

n xp Z tn
:—ln(l—:ﬁ)—/ 1 dt — —In(1—ux).
0

o D —t n——400
P X gp
Donc |la série de terme général — est convergente | et — =—In(1 —=).
p=1 P
a) Soit n € N*. Calculons :
n n k n o n
YIS 3 UES 3) LU
k=1 k=1 i=1 i=1 k=i
n n n n—
S5 SIRES o] v ot
i=1 k=i i=1 j=0

Comme les suite (a;)ien- et (bj);jen sont a termes positifs, il suit :

Vz‘e[[l,n]], aifbjéaizn:bj
j=0

j=0

Ainsi :
n

n n n
¢k < Zai b < (Z ai)
1 i=1 ;

k= j=0

En reprenant les calculs faits plus haut (en remplacant n par 2n), on obtient :

k=1 i=1 7=0
La encore, comme les suite (a;)ien+ et (b;)jen sont a termes positifs, il suit :

2n—1

2n n
ch > Z a; Z bj
k=1 =1 7=0

Pour tout i € [1,n], on a 2n —i > n et donc :

2n—1i n

a; Z bj Z aiij.
7=0 7=0

Ainsi :
n

n n n n
Z Ci Z Z 473 bj Z ( (Il') bj
=1 i=1 7=0

k=1 §=0

Finalement, on obtient que :

n n n 2n
Vn € N*, ch < <Zak> (Zbk> Sch.
k=1 k=1 k=0 k=1

Autre méthode. Disposons les réels ay et by dans un tableau comme suit.



c)

{=0 ¢=1 -+ fl=n—-1 ¥f=n ... £=2n-1

k=1 albo albl cee albn,1 e albgn,,l
k=2 | asbg asby --- e asboy_1
k=mn anbg . aann—l

k=2n | ax,by a,b1

n
La somme des termes en bleu est précisément E ¢k, celle des termes en bleu et en
k=1

n n 2n
vert est (Z ak> (Z bg) , et celle des termes en bleu, en vert et en rouge est Z Cl.
k=1 £=0

k=1
Comme tous les réels ay et by sont positifs, il suit :

n n n 2n
Vn € N*, chg (Zak> (Zbk> §ch.
k=1 k=1 k=0 k=1

Les séries de terme général a,, et b, sont & termes positifs et convergent. Par consé-
quent :

n n
Vn €N, ()gZakgA, et ogz:bkgB.
k=1 k=0
A T’aide de la premiére inégalité de la question précédente, il suit :

VneN, ) o <AB
k=1

La série de terme général (c,)nen est & termes positifs, et la suite de ses sommes

partielles est majorée. Par le cours, g ¢, converge donc.
n>1

En passant a la limite dans les inégalités obtenues a la question précédente (tout
converge), on obtient :

+00 +o0 +oo 400 +o0
ch < AB < ch, et donc ch = (Z an> (Z bn> .
k=1 k=1 n=1 n=1 n=0

i. Puisque x > 0, les séries de termes généraux a, et b, sont a termes positifs.

Comme z € [0, 1] la série de terme général b,, est une série géométrique de raison
appartenant a | — 1, 1], elle converge donc.

On a montré a la question 2.(d) que la série de terme général a,, converge et que

+o0o
Zak = —In(1 — z).
k=1

Finalement, |les séries Z an €t Z b, sont & termes positifs et convergentes.

ii. Calculons pour n € N* :

Cp = Zakbn—kz e Z ? . .’L‘n_k n
k=1 k=1

3

I
8

El e




Partie 2 : étude d'une fonction définie comme somme d'une série

4. a) Pour z € [0,1], en prenant les suites définies a la question 3.(c), on obtient :

2 (350 - S (35) (8) - (55) (57)

k=1 n=1

b) On sait d’aprés la partie 1 et le cours que :

" too
Z — =—In(1—12) et Z " =
n=0

Ainsi :
+o0 n
P
k 11—z

n=1 \k=1

1
5. a) La fonction f : u +— In(u) est de classe €2 sur R et satisfait f(u) = -— <0

u

pour tout u > 0. f est donc concave sur RY, et €f est en dessous de toutes ses
tangentes. En particulier, elle est en dessous de sa tangente en 1 qui a pour équation
y=f'(1)(x — 1) + f(1) = 2 — 1. Par conséquent :

Vu e RY, In(u) <u—1<wu

Ainsi : Vu e R} In(u) < wu.

b) Rappelons que = € [0, 1] est fixé. Alors :
— pour tout n € N*, 0 < (In(n))z" < na™ =z x (nz"1);

— la série de terme général nz"” est convergente en tant que série géométrique dérivée
de raison appartenant a | — 1, 1].

Par théoréme de comparaison, |la série Z(ln(n))x” est convergente.

—+o00

6. On pose : f(x) = Z(ln(n))x"

n=1

a) On a vu a la question 1.(c) que, pour tout n € N* :

— 1
Og;k—ln(n)<1

On en déduit ’encadrement suivant :

"1 1
k=1

D’ot1, en multipliant par ™ > 0 :

x Z——x In(n)z" < 2" s



Il a déja été démontré que tous les termes de cette inégalité sont les termes généraux
de séries convergentes, on peut donc sommer ces inégalités pour tout n > 1 (tout
converge). On obtient :

—+oco n 1 oo —+o0 n 1

D’ou, en exploitant le résultat de la question 4.(b) :

—In(l-2z) = < f(2) < —In(l —z)
11—z 11—z 1—2
—In(1l —z) . e . -
Pour z € [0,1[, on a ——— > 0. En quotientant l'inégalité de la question précé-
—1In(1 —
dente par M, on obtient :
x f(z)
< <
1+1n(1—;1:) = (=) st
11—z
Puisque lim 1 + T 1, on obtient par le théoréme de gendarmes que
Tz—1— 111(1 — 1‘)
lim if(ix) existe et vaut 1. Ainsi :
g—1- —n(d-2z)
11—z
—In(1 — x)
F@) v —

Soit (z,y) € [0, 1[* avec x < y. Pour tout n € N* :
In(n)z" < In(n)y".

D’otu, en sommant (tout converge) :

+o00 +o0
flx) =) In(n)a" <Y In(n)y" = f(y).
n=1 n=1

Ainsi ‘ f est croissante sur [0, 1]. ‘

Remarque f étant définie par une somme infinie, il n’est pas du tout clair que f
soit dérivable, ni méme continue. Pour montrer que f est croissante, on ne peut donc
pas dériver f. Il faut donc le faire « & la main » en prenant x < y et en montrant que

flx) < fly).

+oo
—In(1 —
Remarquons que f(0) = Zln(n) x 0 = 0. De plus, lim -2 = +4o00. Par
n=1

r—1— 1—z

équivalence, il suit que lim f(z) = +00. On obtient le tableau de variations suivant.
r—1—




8.

a) Tout d’abord, d’aprés I’étude de variations précédentes, on a pour tout = € [0, 1],
f(x) > 0. D’autre part :

+o00 —+00 +oo
fl@)=> (n(n))z" =In(1)z+ > (In(n)z" => (In(n))z".
n=1 n=2 n=2

Pour tout n € N*, on a In(n) < n, et donc In(n)z" < nz" car z > 0. Or ce sont des
termes généraux de séries convergentes. D’otl en sommant (tout converge) :

+o0 +oo
f@) =Y ()" <3 na”
n=2 n=2
Or :
+oo +oo +oo T
Zn:pn = an”—a}:xZn:v”_l —T= s =
n=2 n=1 n=1 (1 o $)
Ainsi :
x
b) Comme lim = 0, il suit par le théoréme des gendarmes que lim f(x)
z—0t (1 - .1,‘)2 z—0t

existe et vaut 0 = f(0). Donc ‘ f est continue & droite en 0. ‘

Pour z # 0, on obtient & I'aide de I'inégalité obtenue a la question précédente :

f(z) _ f(x) - f(0) 1

0< = < -1
Tz r—0 ~ (1-x2)?
1 — f(0
Or lim ——= —1 = 0. Par le théoréme des gendarmes, lim M existe et
z—0t (1 — SL’)2 z—07F z—0

vaut 0. Donc | f est dérivable a droite en 0 et f5(0) = 0.




Probabilités générales - Ecricome 2006

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce donnant Pile avec la proba-
bilité p €]0, 1] et Face avec la probabilité ¢ =1 — p.

On va s’intéresser dans ce probléme aux successions de lancers amenant un méme coté.

On dit que la premiére série est de longueur n > 1 si les n premiers lancers ont amené le méme coté
de la piéce et le (n 4 1)-éme Pautre coteé.

De méme la deuxiéme série commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si
elle se termine) au lancer précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes.
) désigne I’ensemble des successions infinies de Pile ou Face.
Pour ¢ € N*, on note P; ’événement « le i-éme lancer améne Pile » et F; I’événement contraire.

Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1 : étude des longueurs de séries

1. On note L; la longueur de la premiére série.
Exprimer 'événement (L; = n) a 'aide des événements P; et F; pour i entier naturel variant
entre 1 et n + 1. En déduire que :  P(L; =n) =p"q+ ¢"p.
+00
Vérifier que Z P(Li=n)=1.
n=1
2. On note Lo la longueur de la deuxiéme série.
a) Exprimer I'événement (L; = n) N (Ly = k) a l'aide des événements P; et F; pour i entier
naturel variant entre 1 et n + k + 1 puis calculer la probabilité de 'événement (L; =

n) N (LQ = k)
b) En déduire que, pour k € N* :  P(Lg = k) = p?¢" 1 + ¢*p* L.
+00
On admet que ZP(LQ =k)=1.
k=1

c) Montrer que la variable aléatoire Lo admet une espérance égale a 2. Seulement si vous avez
déja regardé le chapitre suivant.

Partie 2 : probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

3. Montrer que pour tout réel x, onal—x <e *.

4. On considére dans cette question une suite (4;);en+ d’événements indépendants. On suppose que
la série de terme général P(A;) diverge.

Soit k € N* fixé. Pour n > k, on note : C,, = U A=A U---UA,.

k<i<n

n—+00 4

a) Justifier que lim ZP(AZ-) = 400.
i=k

b) Montrer que P(Cp,) =1 — H P(A;), puis, en utilisant la question 3., que :
i=k

P(Cn) >1—exp (_Zn:P(Az)> :
i=k

En déduire que lim P(C,) = 1.
n—-+oo

c) Comparer pour linclusion les événements C, et Cpi1. Que peut-on en déduire pour

P (0%) :



+o0o +oo
d) Justifier que : U A = U C,.
i=k n=~k

“+o0o
En déduire que P <U AZ-) =1
i=k

5. En considérant les événements A, « on obtient Pile au (2n)-éme et au (2n + 1)-éme lancers »,
montrer que la probabilité d’avoir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer vaut 1.

Partie 1 : étude des longueurs de séries

1. L’événement (L; = n) est réalisé si, et seulement si, on fait n Piles suivi d’'un Face ou si on
fait n Faces suivi d’un Pile. D’ou ’égalité d’événements :

(Ly=n)=(Pn---NP,NFop) | JE N N Fn Pogy).

On obtient :

(P1m---manFnH)U(Flm---anmPn+1)>

P
=PPN---NP,NF,41)+P(FiN---NE,NP,11) parincomp. des événements
P(Py)...P(P,)P(Fnt41) + P(F1)... P(F,)P(Py+1) par indép. des lancers

La série Z P(L; = n) converge par o-additivité d’une probabilité (les événements sont

incompatibles), et :

+o0 +o0
> P(Li=n)=> (0"¢+q"p)
n=1 n=1

On reconnait ici les termes généraux de deux séries géométriques de raisons p et g toutes
deux dans | — 1,1[. Elles convergent donc. On obtient par linéarité de la somme (tout
converge) que :

+oo +o00 +oo P q
P(Li=n)=) p'"q¢+) d"p=q¢r——+p——=p+q|=1
nz:l (L1 =n) nz:lpq nz:lqp G, Py, =P q[=1]

Remarque. On vient ainsi de montrer que la famille d’événements ((L1 = n)),en+ est un
systéme presque complet d’événements.

2. On note Ly la longueur de la deuxiéme série.

a) L’événement (L1 = n) N (Lg = k) est réalisé si, et seulement si, les n premiers lancers
donnent Pile, les k suivant donnent Face, et le n + k + 1 donne pile ou U'inverse (n
Faces, puis k Piles, puis un Pile). Ce qui donne :

(len)m(ngk)z(Pm~--manFn+1m~~~an+kan+k+1)U(F1m---anmPnHm---mPn+kan+k+1)

En utilisant encore une fois I'incompatibilité des événements, puis I'indépendance des
lancers, on obtient :

P((Ll:’I’L)ﬂ(LQZkJ)):P(Plﬂ"'ﬂpnﬂFnJrlﬂ"'an+kﬁPn+k+1)
+P(FiN---NFE,NPy1N--- NPy N Fyigr1)

k

n+1qk + qn+1

=p"¢"p+q"prq|=p P




b) Par la formule des probabilités totales appliquée avec le SPCE ((L; = n))pen+, on
obtient que pour tout k € N* :

+oo “+00
P(Ly=k) =Y P((Li=n)N(Ly=k)=>_ p"g"+¢"p"
n=1 n=1
On reconnait 1a encore deux séries géométriques de raisons appartenant a | — 1, 1][.

Tout converge donc, et on peut appliquer la linéarité de la somme. On obtient (sans
oublier le premier terme dans les sommes des séries géométriques) :

+00 400 p2 q2
P(Lzzk)quan+1+kaqn+lqul_erpkl_q :p2qk—1+q2pk—1.
n=1 n=1

c) La variable aléatoire Lo admet une espérance si, et seulement si, la série Z kP(Ly =
E>1
k) converge absolument, donc converge car elle est a termes positifs. Or, pour tout
kE>1:
kP(Ly = k) = p*k¢® ™ + ¢*kp™~ L.

On reconnait ici les termes généraux de deux séries géométriques dérivées, qui
convergent car leur raison appartient a | — 1,1[. Par linéarité de la somme, on peut
donc conclure que E(Ls) existe et vaut :

+oo +oo +o0
BE(Ly) =) kP(Ly=k) =p*> ke" ' +¢* ) kp*!
k=1 k=1 k=1

1 1

2 2

=p +4q [=2.]
(1-4q)? (1-p)?

Partie 2 : probabilité d’'avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

3. La fonction f : z +— e % est de classe €2 sur R (comme composée de fonctions qui le
sont), et satisfait pour tout * € R, f”(z) = e ® > 0. Donc f est convexe sur R. De
plus, f(0) = 1 et f'(0) = —1, de sorte que la tangente en z = 0 a €y a pour équation
y=f0)+(@-0)f(0)=1-=z
Puisque f est convexe, sa courbe est située au dessus de toutes ses tangentes. En particulier,

il suit que, pour tout réel x :

Remarque. Une autre méthode consiste a étudier les variations de la fonction g : x +—
e ¥ 4+ x — 1, et ainsi & montrer que g est positive sur R.

4. a) La série Z P(A;) est de terme général positif, donc sa suite des sommes partielles est
>k
croissante. Par le théoréme de la limite monotone, soit elle converge, soit elle diverge
vers +00. Comme la série diverge par hypothése, on en déduit que :

n

lim P(A;) = +o0.
n—%Hmi:k

b) Ona C, = UAi = ﬂE On en déduit que :
i=k i=k

P(Cy)=1-P(C,) = |[1-]]P(

iﬂip. ke
1=

=




D’autre part, il suit avec la question 3. que :

Vk<i<n, 0<P(A)=1-P(A)<exp(—P(A)).

Par produit de ces inégalités, on obtient :

n n

[[P(A) < exp(-)_P(A).

i=k i=k

On obtient que pour tout n > k :

P(Cy) > 1~ exp (— ij(A») -

n—-+o0o

n
De plus, P(C,) < 1 pour tout n > k, et lim 1 — exp (—ZP(AQ) = 1. Par
i=k

théoréme des gendarmes, on en déduit que lirJrrl P(C,,) existe et vaut 1.
n—-+0o0

¢) Remarquons que pour tout n > k. Par théoréme de la limite monotone,

on en déduit que :
“+00
P (L{ @) = lim P(Cy)

d) Pour tout i > k :

“+o00
A, cCic .
n=k
—+00 “+o00
Donc U A; C U C.,. Réciproquement, pour tout n > k :
i=k n=k
n +00
Cp, = U A; C U A;.
i=k i=k
“+o00 “+oo
Ainsi, U C, C U A;. On en déduit que :
n==k i=k

+00 +o00
4=
i=k n=~k

“+o0o +oo
D’ou finalement P (U Ai> =P (U Cn) [=1]
i=k n=k
5. Soit £ € N*. Notons D, I’événement « avoir deux Pile consécutifs aprés le f-éme lancer ».
14 si ¢ pair

. Alors :

P k=
OSOS {E 4+ 1 sifimpair

+o0o
U A,; C Dg
i=k



+00
car U A; est ’'événement « obtenir Pile & un lancer d’ordre pair ainsi qu’au lancer suivant
i=k
aprés le f-éme lancer » qui est bien inclus dans I’événement « avoir deux Pile consécutifs
apres le /-éme lancer ». On en déduit que :

P (DO Ai) < P(Dy) < 1.
i=k

Or P(A;) = P(Py; N Pyiy1) = p*. La série ZP(Ai) diverge (grossiérement). De plus, les
>k
événements A; sont bien mutuellement indépendants de maniére évidente. Par les questions
+oo

précédentes, on en déduit que P (U Ai> = 1. On obtient donc :
i=k

1<PDy)<1 = P(Dy) = 1.

Il est donc quasi-certain d’obtenir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer.



