Lycée Louis Pergaud - Besangon
Concours Blanc - Analyse - Probabilités

ECG1 — Mathématiques 23 janvier 2026

La calculatrice est interdite. Durée de I'épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer.
2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications, qui
devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laisser une marge a gauche et encadrez vos résultats.
L’absence de respect de cette consigne entraine une minoration de la note.

Exercice 1 : Questions de cours

1. Compléter les primitives suivantes :
Soit u une fonction dérivable.

expression Primitive (& une constante prés)

u'u" avecn € Z\ {—1}
/!
u

Sl ==

(avec n > 2)

ul

2V/u

w'u“avec o # —1

/
ur

2. Donner la définition de I’espérance et de la variance d’une variable aléatoire discréte. Rappeler
leurs valeurs pour la loi binomiale et démontrer le résultat pour 'espérance.

3. Enoncer et démontrer le lien entre monotonie et fonction dérivable (dans le cas de la stricte
monotonie la preuve n’est pas exigée).

4. Donner la définition de trois différentes limites (au moins une fonction et une suite). Vous
pourrez faire un dessin pour illustrer la situation.

I Voir cours.

Exercice 2 : des questions proches du cours

1. Calculez les limites suivantes :

3.2
2) lim x : x°—6x+38 ¢ lim exp(cos(z))
x—2 x4 —3x -+ 2 T——+00 x
[2 _ _ In(1
b) lim 3:15 T+ 2 d) limexp <th))
e——1 13+ 322 +5xr + 3 20 s x



. . 0 . .
a) On a une forme indéterminée genT= 2. On factorise le numérateur et le dénomi-

nateur :

?—2?—6x4+8 (r—2)(z°+x—4)

22 -3x+2  (z—2)(x—1)
2 —4
_rtr—? pour x # 2
r—1
5226 8 442 —
Par continuité, lim S T + =[2]
z—2 —3x+2
0
b) On a une forme indéterminée gene= —1.
On multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée du numé-
rateur :
vV —r+2-2  (Vr2—z+2-2)(Va?-1+2+2)
23+ 322 +5r+3 (23 +322+52+3) (Va2 —z+2+2)
B > —x+2—4
(3 4+ 322+ 5x+3) (Va2 —x+2+2)
B 22—z -2
(3 + 322+ bz +3)(Va? —x+2+2)
(x4 1)(x —2)
(x+1)(x?2+22+3) (Va2 —z+2+2)
T —2 21
= our r #* —
(2 422+ 3) (Va2 —z+2+2) P
Par continuité en x = —1 de la fonction racine, on a :
x—2 —1-2 -3 3

lim _
el (21 204 3) (Vi —212+2) (1-2+3)(YIt1+2+2) 2-4 | 8

c¢) Pour tout z, —1 < cos(x)
Donc ¢! < exp(cos(z)) <
)

<
e
-1

Ainsi — <
x x

exp(cos(z))

1
par croissance de I’exponentielle sur R.
e
— car x > 0.

x

<

Par le théoreme des gendarmes, lirf M = @
T—r+00 x

cln(l4+2z) In(l+z) a2
sinx2 T sin z2
In(1+ )

d) On a

—1
2

Quand x — 0 : In(1 4+ z) ~ = donc

—1

Et comme 2° — 0, on a sin(z?) ~ 2 donc
sin 2

zln(l + 2)
sin 22

In(1
L exp <M) — exp(1) = €]
z—

sin 22

Ainsi 1 et donc, par continuité de I’exponentielle en 1,



2. Donner si possible un équivalent des fonctions suivantes au point considéré et préciser les
limites en ce point :

x? + 22°% — 220 (z+1)"—1
a) Y en 400 d) d(x):TenO
3z3 + e + 2 1. (1+x
b e) e(ac):—ln( en 0
) e? 4+ In(x) + 2° on oo x , —Z
LT , In (cos®(x))
¢) b(z) = xsin <E> en 400 f) i(x) = — . 0

a) En 400, on garde les termes de plus haut degré :

x? + 223 — 220 — 25 1
To — 304 + 825 T 85
. 1
Donc la limite en +oo est ~1

b) Au numérateur, on factorise par ¢® (terme dominant) et au dénominateur par e**

(terme dominant) :

323 + e + 2 v ?’eiijl—l—elz

e +In(x) +2° e 14 @ efg_z

e2z

R

Application des croissances comparées :
Par croissance comparée en 400 :

2
6])
2
— — =0
efE
In(x)
o 623: O
5
T
Donc :

i1+ 2 L0140
14 2 T 14040

Par conséquent :
33 + €% + 2
e?® +1In(z) + 2

~Nigpe Tel=le"

Et lim e*=0
T—r+00

Donc la limite en +o0o est @

¢) On pose u = T Quand x — 400, u — 0.
x

sin u

b(x) = xsin (E) _ sin(u) =

T u u



u
Puisque — 1 quand uw — 0, on a lim b(z) =
T—r+00

d) On écrit (z +1)% = 2+ Quand z — 0 : zIn(1 + ) — 0
On utilise alors 1’équivalent classique : €V — 1 ~q y.
Ainsi (z +1)* =1 ~g xIn(1 + z).
1H)*—1 In(1
Ainsi d(z) = (z+1) ~ = n(l+2)
x x

=In(1+ x)

Enfin, on a In(1 + z) ~¢ z, donc |d(z) ~o z|.
Donc 3101_% d(z) =[0]

1+2 .
e) In (1 x) =In(l+z)—In(l—2)=2—(—2)+o(x) =2z + o(x). Attention

a ne pas sommer les équivalents !

1 1 2
Donc e(x):—ln(1+x) ~ oo
T —x T

Ainsi glclg(l) e(r) =
f) In(cos?(z)) = 21n(cos(x))

On utilise 'équivalent classique (comme on veut composer par une fonction on prend

2
la version avec les petitos) : cos(x) =1 — % + o(z?), donc

In(cos(z)) = In (1 — % + O(I,Q)) - _%
Donc i(x) = 21n(c$028(x)) N _;2 .

Ainsi ;lcli% i(x) =

3. Un météorologue étudie la météo dans une région. Il observe que : s’il fait beau un jour, il
pleut le lendemain avec la probabilité 1/3. S’il pleut un jour, il pleut encore le lendemain avec
la probabilité 2/3. On note p,, la probabilité qu’il pleuve le n-éme jour.

Déterminez p,1 en fonction de p,, puis p, en fonction de p; et n et déterminez lir+n Dn-
n—-+0oo

Posons d’abord, pour tout entier n, '¢vénement P, : "il pleut le jour n". Soit n > 2. On
utilise la formule des probabilités totales avec le systéme complet {P,, P,} :

Pny1 = P(Pn-i-l)

= P(Pyy1NP,) + PPy NP,
= PPn(Pn-H)P(Pn) + Pﬁn(Pn+1>P(Fn)

ETE PR
_3pn 3 DPn
211
= SPut 3~ 3P
11
3Ty

La suite (pp)nen est donc une suite arithmético-géométrique. On commence par résoudre
I’équation associée :

1 +1<:> 1 1<:>2
C = —C — C— —C= — —Cc =
3 3

3673 3 o=

2

W —



1
On pose alors Vn € N*, u,, = p, — 3 On a, pour tout entier non nul n :

1
Up+1 = Pn+1 — 5

(1o 1y 1
—\3T3) 73

1( +1)+1 11+1

:—un —_ _ — _— —

3 2 3 32 3
1 1

= g(pn - 5)
1
= _U"n
3
o : o : 1 : 1
Ainsi, la suite (u,)men est géométrique de raison 3 et de premier terme u; = p; — >

Donc :

n y Un = U 3 =\N 5 3

+1 1 1"*+1
n = Up P I B =
p > "7 3)\3 2

IR 1
Enfin, comme <§) — Ocar —1< 3 <1,ona:

n—-+o0o

Par conséquent :

I —0+i=|a
st P = 2 192

4. On consideére les suites (uy,)nen €t (v,)nen définies conjointement par uy = 1 et vy = 3 et, pour
tout n € N :

2u,, + 3vy, Un + 4v,

Up4+1 = 5 Up+1 = 5

Ecrire un programme Python qui calcule les niémes termes de (uy,)nen et de (vp)nen.
Ecrire un programme Python qui représente les suites (uy,)nen et (Vn)nen pour n allant
de 0 & 20, (Bonus : en rouge et bleu, avec une légende).

Exprimez le terme général de la suite (d,,)nen définie pour tout entier n par s, = u, — vy,.
Que peut-on en déduire sur la convergence des suites (up)nen €t (Un)nen ?

On pose, pour tout entier n, s, = u, + v,. Montrer que la suite (s, ),en vérifie la relation
de récurrence suivante : s, 11 = s, — —d,.

5

En déduire une expression de s, en fonction de n.
Indication : on pourra faire apparaitre une somme télescopique.
En déduire les expressions de u, et v, en fonction de n, puis leurs limites.

a) Programme Python pour calculer u, et v, :

def calcul_u_v(n):
u=1
v =3
for i in range(n):
u_new = (2%u + 3%v) / 5
v=1C(u+4%xv) /5
u = u_new



return u, v
b) Programme Python pour représenter les suites :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def representation(n):
U = np.zeros(n+1)
V = np.zeros(n+1)
Uufo] =1
vio] =3

for i in range(n):
u_n = (2«U[i] + 3*V[i]) / &
v_n = (U[i] + 4xV[i]) / &
Uli+1] u_n
V[i+1] = v_n

plt.plot(range(n+1l), U, ’rx’, label=’u_n’)
plt.plot(range(n+1), V, ’bx’, label=’v_n’)
plt.legend()

plt.xlabel(’n’)

plt.ylabel(’Valeur’)

plt.title(’Représentation des suites u_n et v_n’)
plt.grid(True)

plt.show()

c¢) Soitn€N.On a :

2u, +3v, u,+4v, u,—v, d

d,.| = — — — "
+ 5 5 5 5

1
Donc (d,,)nen est une suite géométrique de raison R :

o (o (2

Comme d,, — 0, on a u, — v, — 0, donc les suites u,, et v, ont la méme limite (si
elles convergent).

d) Soit n € N. On a :

Sn4+1 = Un+1 + Un+1
2u, + 3v, u, +4v,
= +

5) 5)
_ Bup + Tu,
B 5
:(u + v,) + 2(u v)+(un+vn)_(u + vp) + 2(uy, — vp)
5 5
2
= n__dn
Ty

e) On a, pour tout entier n :

Sn+l1 = Sn — gdn =S, + Bt



On réécrit cette relation :

n—1 n—1
4
Sn = 50 = Zsk“ ~ %k = Z5k+1
k=0 k=0
Donc : .
- 4 4 1—(1/5)" 1
Y= Sy B A S
Sn = S0 ]; 51 S T5 T 4 5"
f) Soit n € N. On a :
_ Sptdy |5 3
b=y T T g
Sy — dp, 5 . 1
U?’L g g —
2 2 2.5m
Limites :
lim u, = lim v, =
n—-4oo n—-+4oo

1
car —1 < - < 1.
: 5

5. Calculez les intégrales suivantes :

1
e) / xe® dx
0

w/2
f) / r?sin(x) dx
0

/2
g) /0 sin(2z) cos® () dx

cos(x))

1
a) / 23 dx
0

b) /12 1 In(z) dx

x
12

c) / f dx
0o +1

31
d) /2 xz—ldm

=

(poser u =

dx (poser u = 4 — x?)

Je ne le marquerai pas a chaque fois, mais les intégrales sont toutes bien définies (les

fonctions & intégrer sont continues sur les intervalles d’intégration).

1 471
1
a x?’dx:{x—}:—
[ a5, -l

b) /12 = In(x) dx

x
On reconnait la forme w'u avec v = In(z). Donc

1

NS

[ rte= [ (1 ) = b el -
C 0x2+1 .23'—0 2211 r = |T arctan(r)|, =




d) /23x21_1d“f:/23 (x—l)l(x-i—l)dx

e " Jements il 1 12 1/2
ccomposition en elements simples :
P PO D@+ ) 21 241
3 da 1 3 1 z—11°
— 1 — 1| -1 15 == |1
| wm =gl =1 = e 13 = 5 [ 2|
1 2 1 1.3 1.3
=—|lIn-—In-)==-ln=-=|-In-
2 4 3 2 2 2 2

1
e) / xe® dx
0

Intégration par parties : u:x — x, v 1z — €%, donc v 1z — 1, v :x — €°. Les
fonctions u et v sont C' sur [0, 1].

1 1
/ xerdx:[xe’”](l)—/ efdr=e—[e*]f=e—(e—1) =[1]
0 0

f) /Oﬂ/za: sin(x) dx

Intégration par parties (deux fois) :
Premiére IPP : w: z — 2% v/ : 2 — sin(x), donc v’ : * — 2, v : & — — cos(z). Les
fonctions u et v sont C' sur [0, 7/2].

w/2

w/2 /2
/ 22 sin(z) dz = [—2? cos(z)]7/* + 2/ xcos(z)dr =0+ 2/ x cos(z) dx
0 0

0

Deuxiéme IPP : u : x — x, v' : & — cos(z), donc v’ : x — 1, v : & — sin(z). Les
fonctions u et v sont C* sur [0, 7/2].

w/2
2/ xcos(z)dr =2 ([x sin(x / sin(x )
0 0
™ b
=9 <§ — [— cos(z )]0/2> ( )
w/2
g) / sin(2z) cos® () dx
0
On pose ¢ : ¥ + cos(z). La fonction ¢ est C* sur [0, 7/2] avec ¢/ (z) = — sin(x), donc

sin(x) dr = —du.
On a sin(2z) = 2sin(x) cos(x), donc :

w/2 /2
/ sin(2x) cos®(x) dor = 2/ sin(z) cos*(z) dz
0 0

En posant u = ¢(x) = cos(z), quand x =0, u = 1 et quand 2 = 7/2, u =0 :
0 1 571
2
:2/ u4-(—du):2/ u4du:2{u—} =|-

1
x
h ——dx
) /o NV —



On pose ¢ : x +— 4 — 2. La fonction ¢ est C' sur [0, 1] avec ¢'(x) = —2x, d’ou
/

Ld ;a:) dz.

Quand x =0, p(0) =4; quand z = 1, ¢(1) = 3. En posant u = ¢(z) =4 — 2* :

rdr = —

3

! z 1 ’ -1/2 3. _ 1 1/2]° _ 4
| st mg ) =g [ - vl =2 v

Exercice 3 : Etude d'une suite implicite

Les deux parties sont trés largement indépendantes.

Partie |

On pose pour tout x € R, g(z) = zIn(x).

1.
2.

3.

Justifier que g est dérivable sur R’ et calculer g¢'.

Dresser le tableau de variations complet de g sur RY.
1

Montrer que g réalise une bijection de |-, +oo[ sur un intervalle J & déterminer.
e

On note ¢! sa bijection réciproque.
a) Etudier la dérivabilité de g~* sur J.
b) Dresser le tableau de variations complet de g~ .
¢) Calculer g~'(0) puis (g_l), (0).

1
Pour tout n € N*, montrer que I’équation g(z) = n admet une unique solution x,, sur |-, +o0[,
e

puis vérifier que x,, > 1.

Recopier et compléter le programme suivant afin qu’il affiche une valeur approchée de z, a
1073 :

import numpy as np

def approx_x_n(n):

x=1
while - - - - - - :
x=x+0.001

return(x)
a) Montrer que la suite (x,),en est croissante.
b) Montrer que lim x, = +o0.

n—-+00
¢) En revenant a la définition de x,,, montrer que In (z,,) + In (In (z,,)) = In(n).
d) En déduire In (z,) ~ Inn.
e) Déterminer alors un équivalent de z,.
Partie I

1. La fonction = — x est dérivable sur R et la fonction In est dérivable sur R%. Donc, par
produit, g est dérivable sur R’ et :

g(x)=1-In(z) + z - é =|In(x) +1

1
2. ¢(r) =0 In(z) = -1 < 2 =e ! = = car la fonction exponentielle est injective sur R.
e



/ 1 . . . .
g(x) >0 < In(x) > —1 & x > — car la fonction logarithme est strictement croissante
e

sur R .
De plus, lim g(z) = lim xIn(z) = 0 (croissance comparée).
z—07t x—07F

lim g(z) = +o0.

T—+00

(1)t ()

1
T 0 - +0o0
e
g () - 0 +
0 +0o0
g() N\
1
e

1
3. g est continue sur {—, +oo{ (car dérivable), strictement croissante sur cet intervalle. Par
e

1 1
le théoréeme de la bijection, g réalise une bijection de {—,—}—oo{ sur g ([—,+oo D =
e e
1 1
[g (—) ,limg{: J = {——,—i—oo[
e +oo e
2ot 1 / 1 /
4. a) g est dérivable sur |—,+oo| et ¢'(x) = In(z) + 1 # 0 pour x > — (car ¢'(z) = 0 &
e e
1
s

1 1
Donc g~ ! est dérivable sur g G —,+00 D = } ——,+00 [
e e

Tr =

1 1 1
Eny=—- ¢ (—) =0 donc ¢! n’est pas dérivable en ——.
e e e

b) g~ ! est strictement croissante sur .J (comme g).
1
lim g '(y) = - et lim g '(y) = +oo.
i, g (y) = et lim g7 (y)

Le tableau de variations de ¢~' est alors :

T
( 2 +00

(9 )W) +
—+00

9 () X Ve

1
¢) ¢ *(0) est I'unique z € [—, —1—00{ tel que g(z) = 0.
e

g(x)=0< zln(x) =0< In(z) =0 (car x > 0) < = = 1 car la fonction logarithme
est injective sur RY .

Donc |g~1(0) = 1|

Pour calculer (g’l)/ (0), on utilise la formule de la dérivée de la bijection réciproque :

I 1 1 1 B
O = ) T @ a1




1
5. SoitneN*.Onan>1>0>——,doncn € J.
e
Par définition de la bijection réciproque, I’équation g(x) = n admet une unique solution
1
T, =g *(n) sur {—, +00 [
e
De plus, g(1) =1-1In(1) = 0 < n pour tout n > 1.
1
Comme ¢ est strictement croissante sur |—,+oo| et g(z,) =n>0=g¢g(1),ona|z, > 1|
y 240 et glaw) (1), on a5, > 1]

6. Le programme doit chercher z tel que g(x) ~n :

import numpy as np
def approx_x_n(n):

x=1

while x*np.log(x) < n:
x=x+0.001

return(x)

1

Ce programme fonctionne car g est strictement croissante sur {—, +00 [, donc g(z) <n <
e

T < Xp.

7. a) Soitn € N*.Ona g(z,) =n<n+1=g(z,).

: : 1
Comme g est strictement croissante sur |—,+oo|, on a x, < Tpi1-
e

Donc | (x,,)nen est strictement croissante |.

b) Par I’absurde, supposons que (x,),en est majorée par M.
Alors (x,)nen est croissante et majorée, donc converge vers ¢ < M.

Par continuité de ¢ : g(¢) = lirf g(x,) = lirf n = +oo. Contradiction.
n——+0o0 n—-+0oo

Donc| lim z, = +o0|
n—-+oo

¢) On a g(z,) = n, donc z, In(z,) = n.
Comme x, > 1, on a In(x,) > 0. En passant au logarithme :

In(z, In(z,)) = In(n)

In(z,) + In(In(z,,)) = In(n)

d) Puisque z,, — +00, on a pour n assez grand e < x,.
Donc, pour n assez grand, on a 1 < In(z,,) et donc In(In(z,)) > 0.
D’autre part, pour n assez grand, on a :

g(n) =nln(n) >n (car In(n) > 1 pour n > e)
Donc, comme g est strictement croissante :

T, <mn pour tout n > e

D’ou In(x,,) < In(n) pour tout n > e.
Ainsi, pour n assez grand :

0 < In(In(z,)) < In(In(n))

On peut utiliser les gendarmes et les croissances comparées pour conclure que
In(In(z,,))
——— = 0.

In(n)



On divise donc par In(n) # 0 dans 1’équation In(z,) + In(In(z,)) = In(n) :

In(z,) In(In(z,))
In(n) In(n)

=1

Par somme de limites :

lim In(x,) It In(In(z,))

=1
n——+oo ln(n) n—r+00 1n(n)

Donc |In(z,) ~ In(n) |

e) De x,In(z,) =n et In(x,) ~ In(n), on déduit :

n n
l’nN ~

In(z,) In(n)

Donc | z,, ~

Partie |l

ze ™ six >0

0 siz=0

8. Montrer que f,, est continue sur [0, 4o00.

9. Montrer que f,, est dérivable sur [0, +o0.
10. Dresser le tableau de variations complet de f,, sur [0, 4o00].
11. Montrer que zEToo fn(z) — 2 = —n. Interpréter graphiquement.

Soit n € N*. On introduit f,(z) = {

12. Montrer que I'équation f,(x) = 1 admet une unique solution sur R} qui est z, oi z, est le
réel défini partie L.

Partie 11

8. fn est continue sur |0, +00] comme produit et composée de fonctions continues.
En 0 : lim z) = lim ze /",
z—07F fn( ) z—0t

Posons X = L — 400 quand x — 07. Alors z = % et :
x

n n
folz) = Ye_x = %X 0 (croissance comparée)

Donc hIglJr fn(x) =0= f,(0). Ainsi | f,, est continue sur [0, +o00][|.
T—

9. Sur R, f,, est dérivable comme produit et composée de fonctions dérivables et on a :

n n r—+n
fylz(x) _ e—n/z 4. Pe—n/m _ e—n/x <1 + ;> _ Te—n/r

n - nO /e
EnO:f(x) (J)‘():xe — ¢ ™" 5 () quand x — 0V,
T — x

Donc f, est dérivable en 0 avec f!(0) = 0.

Ainsi | f,, est dérivable sur [0, +00]|.

xr+n

10. Pour z > 0 : f(z) = e > 0carz+n>0,2z>0et e >0




Donc f, est strictement croissante sur [0, +00[.

lim f,(z) = lim 2ze™* =400 - e = 400.
Tr—+400 Tr—+00
x 0 +0o0
fol@) [0+
+0o0
In a
0

11. fo(z) —z =2e™* -z =g(e™* - 1).

n n 1
Quand z — +00 : —— — 0, donc par équivalents classiques : e /* =1— =+ o (—)
x x x

T

Ainsi fo(z) — 2 =« (—g +o (1» = —n+o(l) = —n.

Donc| lim (f,(x) —x) = —n|

T—+400

Interprétation : La droite y = z — n est asymptote oblique a la courbe de f,, en +oc.
12. f, est continue et strictement croissante sur [0, +oo[, avec f,,(0) =0 et lim fn = +00.

Comme 0 < 1 < 400, ’équation f,(z) = 1 admet une unique solution « sur |0, +oo[ par
le théoréme de la bijection.

n/a

Cette solution vérifie : ae” = 1, en passant au logarithme : In(a) — — = 0, soit

13

n=aln(a) = g(a).

Donc a est solution de g(x) = n, ce qui donne [a = z, ]

Dorénavant, et jusqu’a la fin de 'exercice, on pose n = 1 et on note f la fonction f; définie
ci-dessus.

13.  a) Dessiner l'allure de f sur R, en précisant sa tangente en 0 et en utilisant le résultat de
10.

b) Montrer que pour tout x € [0, 1], f(z) € [0, 1].
¢) Montrer que f’ est continue sur [0, 1].

d) Calculer pour tout z €]0,1[, f"(x).
)

2
e) Montrer alors que pour tout z € [0,1],|f(z)| < =
e

14. On définit alors la suite v par : vy € [0, 1] et pour tout n € N, v,,41 = f (v,).

a) i. Ecrire une fonction python qui au réel x € RTassocie le réel f(z).
ii. Ecrire une fonction python d’en-téte def v(n,a) : qui renvoie la valeur de v,, lorsque
Vo = Q.
b) Montrer que pour tout n € N, v, € [0,1].

2
¢) Montrer que pour tout n € N, |v,,41| < = |v,].
e

2 n
d) Montrer alors que pour tout n € N, |v,,| < (—) :
e

e) Qu’en déduit-on?

13. a) Pourn=1: f(z) = ze /% pour £ > 0 et f(0) = 0.
D’apres les questions précédentes : f(0) = 0, f/(0) = 0 (tangente horizontale en 0),
f est strictement croissante, et la droite y = x — 1 est asymptote oblique.

Voici une figure de la courbe représentative de f représentée avec Python et les
éléments précédents :



Graphe de f: x - xe~

4.0 7
— f(x)=xe W ’
——- Asymptote:y=x-1 o
351 ... Tangenteen 0:y=0 ‘
3.0
2.5 1
2.0
>
1.5
1.0 -
0.5 1
0.0
-05 ;
0 1 2 3 4 5
X
Code Python pour générer ce graphique :
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):
return x * np.exp(-1/x)
x = np.linspace(0.01, 5, 1000)
plt.plot(x, f(x), label="f(x)")
plt.plot(x, x - 1, "--", label="y = x - 1")
plt.plot(x, O*x, ":", label="Tangente en 0")

plt.x1im(0, 5)

plt.ylim(-0.5, 4)

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()

Pour ne pas avoir de probléme de division par zéro, on trace f a partir de 0.01.
Soit # € [0,1]. On a vu que f est strictement croissante sur [0, 1] et que f(0) = 0,
fy=e'<1

Donc |Vx € [0,1], f(z) € [0,1] |
r+1

fi(x) =

[ est continue sur ]0, 1] comme produit et composée de fonctions continues.

1 1
En0: lim f'(z)= lim X~ i (1+—) e /e,
z—0t

z—0t I z—0t T

e~ V% pour z > 0 et f'(0) = 0.

1
Posons X = — — +oo. Alors (1 + X)e ™ — 0 (croissance comparée).
T

Donc 11151+ f'(z) =0= f'(0). Ainsi | f’ est continue sur [0, 1] |.
T




d) Pour x >0 :

dx T
ol e r 1y
22 T 2
et/ r+1
=—(-1+
T x
efl/a: 1 671/36
T2 gz | 23

e—l/x
e) Pour z €]0,1] : f"(z) = —

> 0, donc f est strictement croissante sur ]0, 1].

2
Avec f'(0) =0et f/(1) =2¢' ==, on a pour tout = € [0, 1] :
e

0< fi(z) <

o N

2
Donc |Vz € [0,1],]f'(2)] < ot

14. a) i Programme Python pour f :
import numpy as np
def f(x):
if x ==
return O
return x * np.exp(-1/x)
ii. Programme Python pour v, :

def v(n, a):
val =
for i in range(n):
val = f(val)

return val
b) Par récurrence : v € [0, 1] par hypotheése.
Si v, € [0,1], alors v,41 = f(v,) € [0, 1] d’apres 12b.

Donc |Vn € N,v, € [0,1] |

2
c¢) Par l'inégalité des accroissements finis : f est de classe C* sur [0,1] et |f/] < = sur
e
[0,1].
Comme f(0) =0 et v, € [0,1] :

2
[Unia| = [f(vn)| = | f(vn) — f(0)] fgngn'_ 0 =|=|val

2

e
2\" 2 9\ 71

Si Ju,| < <—) alors |v,,1| < —|Un| <= (_) _ (_) ‘
€ e \e e

2 n
Donc |Vn € N, |v,| < (—) :
e

d) Par récurrence immeédiate : |vg| < 1 =

7 N




2 2\"
e) Comme0<—<1(care>2),ona(—) — 0.
e e

2 n
Par le théoréme d’encadrement : 0 < |v,,| < (—) — 0.
e

Donc| lim v, =0/
n—4o0o

La suite (v,,) converge vers 0, qui est le point fixe de f dans [0, 1].

Exercice 4 : Fonctions génératrices

Pour X une variable aléatoire a valeurs dans {0, ...,n}, on appelle fonction génératrice la fonction
de R dans R définie par

n

Gx(x) = Zpkxk

k=0

oupp = P(X =k).

1.

2.

Déterminer la fonction génératrice d'une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de
parameétre p; une loi binomiale de paramétres n et p.

Démontrer que deux variables aléatoires discrétes finies X et Y ont méme loi si et seulement
si G X = Gy.

Montrer que E(X) = G (1) et V(X) = G% (1) + G (1) — (G'4(1))*. Retrouver 'espérance et
la variance d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes finies indépendantes, alors
Gx.y = GxGy. Retrouver alors la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une
loi binomiale.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales respectives
B(n,p) et B(m,p). Quelle est laloide Z =X +Y 7

1. Loi de Bernoulli B(p) :
X e{0,1} avec P(X =0)=1—pet P(X =1) =p.

Gx(r) = (1 =p)a’ +pr' =[1-p+pz]

Loi binomiale B(n,p) :

X €{0,1,...,n} avec P(X = k)

Il
N
> 3
~_
3
Bl
—
|
=
3
Bl

Gx(x) =) (Z)pk(l —p) et = (Z) (pr)* (1 =p)"* =|(1 - p+ pa)"

k=0

par la formule du binéme de Newton.
2. (=) Si X et Y ont méme loi, alors pour tout k, P(X = k) = P(Y = k), donc les
coefficients des polynémes Gx et Gy sont égaux, donc Gy = Gy.

(<) Réciproquement, si Gy = Gy, alors les deux polynomes ont les mémes coefficients.
Or le coefficient de 2" dans Gx est P(X = k) et celui dans Gy est P(Y = k).
Donc pour tout k, P(X = k) = P(Y = k), i.e. X et Y ont méme loi.

3. Espérance :

G (z) = Z kppat1
k=0



Donc G’y (1) = kak =|E(X)|
k=0

Variance :
n

G(z) =) k(k — 1)ppa™?
k=0

Donce G% (1)

k(k —1)pr = E(X(X — 1)) par le transfert
k=0
= B(X?) — E(X) par linéarité de 1'espérance.
Ainsi B(X?) = G (1) + G (1).
Bt V(X) = B(X?) - BE(X)* =|G%(1) + Gx(1) — (Gx(1))*]
Application a B(n,p) :
Gx(x) = (L—p+pr)"
Gl () = np(1 — p+ pr)™, done Gy (1) = np = [B(X)|
G%(z) =n(n — 1)p*(1 — p+ px)" 2, donc G (1) = n(n — 1)p*.
V(X) =n(n—1)p* +np —n’p* = n’p* — np* + np —n’p® = |np(1 —p) |
. Solent X et Y indépendantes, avec X € {0,...,nx} et Y €{0,...,ny}.
Pour tout k£ € {0,...,nx +ny}:

k
P(X+Y =k)=) P{X =j}n{Y =k—j}) par probabilités totales SCE(X = i),
j=0
k

=>» P(X=j)P(Y =k—j) (parindépendance)

=0
Donc :
nx+ny
Gxiyv(x)= > PX+Y =k)*
k=0
nx+ny k
= > Y PX=jPY =k—ja
k=0 j=0
- Z P(X = j)P(Y =i)a’™ (en posant i = k — j)
=0 =0
= ZP(X = j)xj> (Z P(Y = z)x’)
j= 1=0

Application : Si X;,..., X, sont n v.a. i.i.d. de loi B(p), alors S = X; +---+ X,, a pour

fonction génératrice :
n

Gs(z) =[] Gx.(z) = (1 = p + px)"

=1

On retrouve bien la fonction génératrice de B(n, p).



5. X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p) indépendantes.
Gx(x)=(1—p+px)" et Gy(z) = (1 —p+px)™.
Gxiy(z) = Gx(2)Gy(z) = (L —p+px)"(1 = p+pr)" = (1 —p+ pr)".
C’est la fonction génératrice d’une loi B(n + m, p).
Donc|Z =X+Y ~B(n+m,p)|

Exercice 5 : Intégrales de Wallis

On pose, sin € N :

N G

w/2
Up = / sin”(t) dt
0

. Calculer ug et u;.

Montrer que la suite (u,)nen est décroissante et converge vers un réel [.
w/2 w/2
Montrer que / sin?(t) dt = / cos?(t) dt.
0 0
En déduire la valeur de us (on utilisera une égalité classique).

Calculer us.

Etablir une relation de récurrence entre u,, et u,_, pour n > 2.

En déduire une expression de us, et us,1 a I'aide de factorielles, de puissances de 2 et de 7.
Montrer que, sin € N :

s
Uy * Upy] = ———————
T T 020+ 1)
En déduire la valeur de (.
Montrer que ug, ~ us,.1 puis le fait que :
T
Uy ~ 4] —
2n

Commencons par remarquer que la suite (u,),eny est bien définie : pour tout n, la fonction
t +— sin"(t) est continue sur [0, 7/2], donc intégrable, et w,, est bien défini.

w/2 T
0 2

w/2
w = / sin(t) dt = [— cos(t)]7/2 = 0 — (=1) =
0
2. Pour tout t € [0,7/2], 0 < sin(t) < 1, donc 0 < sin"(¢) < 1 par croissance de la fonction
x — 2" sur R*. Donc par produit de nombres positifs,

sin"(t) < sin™(t).

En intégrant : u, 1 < u,. Donc (u,),en est décroissante.
De plus, u,, > 0 pour tout n (intégrale d’une fonction positive).
Donc (uy)nen est décroissante et minorée par 0, elle converge vers une limite ¢ > 0.

3. On utilise la formule de Pythagore : sin®(t) + cos*(t) = 1 pour tout .

/2 w/2 w/2 w/2
Donc uy = / sin?(t) dt = / (1 — cos®(t))dt = / 1dt — / cos?(t) dt. Par inté-
0 0 0 0



gration par parties avec u : t > cos(t) et v : t = sin(t) (u et v sont C* sur [0,7/2]) :

w/2

/2
/0 cos?(t) dt = [cos(t) sin(t)]Z* + /0 sin®(t) dt

w/2
=0+ / sin?(t) dt = uy
0

T s T
Donc uy = 5~ Ug, donc 2uy = 5 donc uy = .

. Comme souvent, on essaye de réutiliser la méme idée. On commence par utiliser la formule
de Pythagore : sin®(t) + cos(t) = 1 pour tout ¢. Donc

w/2 w/2 w/2
ug = / sin®(t) dt = / sin(t)(1 — cos®(t)) dt = u; — / sin(t) cos?(t) dt.
0 0 0

.Qt
Sm().Onau

On intégre par parties I'intégrale restante avec u : t +— cos(t) et v : ¢t —

et v de classe C' sur [0,7/2].

/;/2 sin(t) cos?(t) dt = {cos(t) : sinQ(t)] " - /Oﬂ/z(— sin(t)) - sin;(t) dt

2 1o
t a2 t ﬂ-/2 1 7'1'/2
= {—cos( ) sin )] + —/ sin®(¢) dt
2 .2
cos(t) sin’(t) "/ cos(m/2) sin?(7/2)  cos(0)sin?(0)
Or |22 V) o - —0-0=0.
2 . 2 2
/2 1
Donc / sin(t) cos®(t) dt = Sus.
0

. 1 .
Ainsi ug = u; — §u3, soit §u3 =u = 1.

2
Finalement : uz = E

. Pour n > 2, on applique exactement les mémes étapes que pour us :

w/2 /2 w/2
Uy = / sin”(t) dt = / sin"2(t)(1 — cos*(t)) dt = up_o — / sin""2(t) cos®(t) dt.
0 0 0

sin"1(¢)

n —

On intégre par parties U'intégrale restante avec w : t — cos(t) et v : t — .Onau

et v de classe C' sur [0,7/2].

/Oﬂ/2 sin"2(t) cos*(t) dt = [cos(t) : M} " — /OW/Q(_ sin(t)) - w dt

n—1 |, n—1

_ [cos(t) Sin"_l(t)] " + 1 /Oﬂ/2 sin" (t) dt

n—1 0 n—




cos(t) sin" 1 (t)

n—1

o[

0
1

/2
Donc / sin"2(t) cos*(t) dt = U -
0 n—1

—1un, soit u, +

Uy = Uy_9, donc 1un = Uyp_2.

Ainsi u,, = Uy_9 —

n—1
Up = Up—2
6. En itérant la relation de récurrence :
Pour usy, :
_2n—1 2n—1 2n—3
Uon = 5 U2n—2 om o — 2U2n 4
2n—1)2n—3)---3-1
U,
m(2n—2)---4.2 "
@) 7 (2n)!  w
C22n(p)2 2 | 22n(nl)2 2
Pour ug,4q ¢
2n 2n 2n — 2
2n—3 —

Yontl = 5 gt = 5 T o — 1
2n(2n —2)---4-2
u
(2n+1)(2n—1)---5-3
B 22n(n|)2 B 22n(n|)2
C2n+ 1) | (2n+1)!

1

En fait, pour avoir ces résultats montrés rigoureusement, il faudrait faire une récurrence
sur n pour montrer que les formules sont vérifiées pour tout n.

Récurrence pour uy, :

L T (2-0) =« T om
— Initialisation : Pour n =0, ug = 5 et W 3=1.1 3- 3% OK.
— Heérédité : Soit n € N. On suppose que us,, = ﬂ I Montrons que us =
) ‘ n 22n(nl)2 2 (n+1)
(2(n+1))! T
224D (n + 1)1)2 2
On a:

(2n + 1)!
(2n + 2) - 227(n!)?

2n+1  2n+1  (2n)!

™
et = o2 = o e T a2 2l 2

7r_
5 =

Or 2n+2) -2 =2(n+1) -2 =2 (n+ 1) et (2n +2)! = (2n + 2)(2n + 1)!,
donc :
(2n +2)! T (2(n+1))!

Uan+2 = 22n+2(n, + 1)2(n!)2 2 22t ((n + 1)!)2

T
2

— Conclusion : Par application du principe de récurrence, pour tout n € N,




La récurrence pour us, 1 se fait de maniére analogue.
7. Soit n € N.

(2n)!  m 22(n!)?

fon Rt = o2 2 (20 + 1)
o (2n) o
T @2n+1)! 2
B 1 T T
T om+1 2 |2(2n+1)

8. Soit n € N. On a ugyi2 < Ugpy1 < Uz, (suite décroissante).
2n+1

o+ 2

De plus ug, 0 =

2n+1
5 tian < Ugpt1 < Uop.

Donc

En divisant par us, (quiest > 0) :

2n+1 U2n+1

< <1
2n+ 2 U2n,
2n+1 U .
Comme — 1, par encadrement : —~ — 1, i.e. [Uzns1 ~ Uzq |
n + 2 Uy,
T
De 19, - u — et u Uy
2n * Wan4+1 — 2 m + 1 2n+1 7~ U2n

,d n \/

Uzn onc us 4n \/>

D ntl ~ = 1/ ,/

e Meme Usgp11 [ 2n+1
T

Pour u,, général : si n = 2m, u, ~ ‘/ w/2—

Sin=2 1 nw,/—w,/—.

1n m—+ 1, u i o

T
2n |
En particulier, ¢ = lim u,, = 0.

Donc |u,, ~




