Lycée Louis Pergaud - Besancon

Devoir Surveillé 5 - Avec morceau HEC
Séries, probabilités discretes, applications linéaires en dimension finie

ECG1 — Mathématiques 3 Avril 2026

La calculatrice est interdite. Durée de 1’épreuve : 4h.
1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer.

2. Une importance particuliere sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications, qui
devront étre concises mais précises.

3. Une presentation agréable sera appréciée : laissez une marge a gauche, la premiere page libre, et
encadrez vos résultats. L’absence de respect de cette consigne entraine une minoration
de la note.

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Rappeler le théoreme du rang et sa preuve.
2. Convergence absolue des séries : résultat et preuve.

3. Rappeler les formules d’espérance et de variance pour les lois de Poissons et les lois
géométriques, et les démontrer.

Exercice 2 (EML ECS )
Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note E = R,[z] et B = (1, z,..., 2") la base
canonique de E. On note, pour tout polynéme P de E :

1
o(P)=—x(1 —x)P' + xP. (P' étant le polynome dérivé de P)
n
1. a) Montrer que ¢ est une application linéaire.
b) Calculer p(z™).

¢) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base Z. Préciser le rang de cette matrice.

3. a) L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? Justifier votre réponse.

b) Soit P un polynéme non nul de Ker (y).
Montrer que P admet 1 comme racine puis montrer que ’ordre de multiplicité de 1 est n.

¢) En déduire une base de Ker (¢).
4. On pose, pour tout k de [0,n] : P, = 2%(1 —z)" .
a) Pour tout k de [0, n], calculer ¢(Py).
b) Montrer que la famille (P, Py,..., P,) est une base de F.

¢) Donner la matrice B de ¢ dans cette base.

1. a) Soient P,Q € Eet \,pe€R. On a:

PP+ Q) = —r(1 ~ D)(AP + Q) + 2P + Q)

= 71133(1 —2)(AP + pQ') + z(AP + pQ)
=\ (:Lx(l —x)P' + xP) + p (Tllx(l —7)Q' + xQ)

= Ap(P) + pp(Q)

Donc ¢ est une application linéaire.




b) On a (z") = na™!, donc :

1
oa™) = —x(1—z) -nz" " +x- 2"
n

=2"(1 —2x) + 2"
— " xn-{-l + xn—i—l

= {L'n
c¢) Soit P € E de degré d <n. Alors P est de degré d —1 <mn —1 (ou nul si d = 0).

1
Le terme —z(1 — )P’ est de degré au plus (d — 1) +2=d + 1.
n

Le terme x P est de degré d + 1.
Calculons le coefficient dominant de ¢(P). Si P = agz® + ... avec aqg # 0 :

e Le coefficient de 2%t dans zP est ay.

1 1 1
o Le coefficient de %! dans —z(1 — x) P’ provient de ——2%P’, soit —— - d - aq.
n n n

d
Donc le coefficient de z%*! dans o(P) est ag <1 - )
n

Si d < n, ce coeflicient est non nul, donc deg(p(P)) =d+1 < n.
Sid =n, onavuque p(z") = 2", et plus généralement le coefficient de 2" s’annule.

Donc pour tout P € E, on a ¢(P) € F : ¢ est un endomorphisme de E.
2. Calculons ¢(z%) pour k € [0,n] :
1

o(a®) = (1 — 2) - kot 4 2P
n
k
= —2"(1 —2) + 2™
n
= ﬁxk — ﬁxkﬂ + aan
n n
_ ﬁxk‘ + <1 _ k) ij—H
n n
Pour £ =0: ¢(1) = z.
La matrice A de ¢ dans la base Z est :
0 0 0 0 0
11 0 0 0
01-1% 2 0 0
A=|. , . :
R T
0 0 0 1—1 1

1 2 n—1
1.

‘moin?T Y

La matrice A est triangulaire inférieure. Ses coefficients diagonaux sont 0

Par un pivot de Gauss (On décale toutes les lignes vers le haut et on mets la ligne de 0
en bas), on retrouve une matrice échelonnée d’ou rg(A) = n.



3. a)

L’endomorphisme ¢ n’est pas injectif car rg(¢) =n < n+ 1 = dim(FE).
Autrement dit, Ker () # {0} puisque d’apres le théoréme du rang, dim(E) = rg(p)+
dim(Ker (¢)). On a méme :

dim(Ker (p)) =dim(E) —rg(p)=(n+1)—n=1
Soit P € Ker () non nul. On a ¢(P) = 0, soit :

—x(l—2)P' +2P =0
n
En évaluant en x =1: 1- P(1) =0, donc P(1) = 0. Ainsi 1 est racine de P.

Supposons que 1 est racine d’ordre m > 1 de P, c’est-a-dire P = (z — 1)™(@Q avec
Q1) £ 0.

Alors P' =m(z — 1)™'Q + (z — 1)™Q'.

On a:

1
0=—-2(l—x)P + P
n

= a1 —0) [z~ 1)"Q+ (- 1)"Q] + (e~ 1)7Q

n

= —Tllx(x =)™ [mQ + (z - 1)Q+ z(x — 1)"Q
=z -1 [- T - Le-1Q+ Q]
= a(z — )™ [(1—>Q—(56—1)Q}

Comme c’est une égalité de polynémes, et que le premier facteur z(z — 1)™ n’est pas
nul, on a :

(1-2)Q-(e-1@ =0

En évaluant en v =1 : (1 — %) Q1) =0.

Comme Q(1) #0,ona 1 —™ =0, soit m = n.

Donc 1 est racine d’ordre exactement n de P.

(En fait ici, on aurait pu "tricher” en calculant p((x—1)"). On trouve p((x—1)") =0,
donc (z — 1) € Ker (¢), et comme dim(Ker (p)) = 1, on en déduit que Ker (p) =
Vect((x — 1)), d’ou le résultat.)

On a P € Ker (¢) non nul = P est divisible par (z — 1)
Comme deg(P) <n, ona P = Az —1)" pour un certain A € R*.

Mais alors Ker (¢) C Vect((1 — x)™) et par égalité de dimensions, on a Ker (¢) =
Vect((1 — z)™).

Donc Ker (¢) = Vect((1 — 2)") et [{ } est une base de Ker (¢).
Pour k € [0,n], on a P, = 2*(1 — x)”*k.
Calculons P} pour k € [1,n] :

P = ka" M (1—2)" "2 (—(n—k)) (1—2)" " = ko (1—2)"F — (n—k)2" (1 —z)" 1



c)

Donc :

1
o(P,) =—x(1—x)P, + 2Py

n
1
= (1 —2) [ka" (1 = 2)" ™ = (n — k)2 (1 — 2)" 7 + 2P (1 — )
n
k —k
_ 7xk(1 m)n—k—‘rl _n xk+1(1 o x)n—k 4 xk+1(1 _ l,)n—k
n n
k& —k _
— Mok n—ktl Nkt L ek
Bkt g Bk
= ixk(l — )" "[(1 = z) + 2]
k ok —k
= 2k — )"
"k - )
n

On a aussi p(FPy) = ¢((1 —x)™) = 0 d’apres la question précédente, ce qui correspond
ak=0.

k
Donc |p(Py) = — By pour tout k € [0,n].
n

La famille (P, P, ..., P,) contient n + 1 vecteurs dans E de dimension n + 1.

Il suffit de montrer qu’elle est libre.

Remarquons que pour tout k € [0,n], on a P, = 2*(1 — )" % = 2% - (1 + 2Qx(z))
pour un polynéme Q.

Donc le terme de plus bas degré de Py est 2%, c’est-a-dire que P, = 2+ (termes de
degré > k+1).

n
Soit (g, aq, ..., a,) € R™ tel que Z ap P, = 0.
k=0
Montrons par récurrence que «y = 0 pour tout k.
n
Le terme constant de Z ar Py ne provient que de Py (car Py a un terme de degré

k=0
> k pour k > 1).

Or le terme constant de Py = (1 — x)™ est 1. Donc ag - 1 = 0, soit ag = 0.
Supposons que ap = g = - -+ = ;1 = 0 pour un certain j € [1,n].
n
Le coefficient de 2/ dans Z ai Py ne provient que de P; (car Py, a un terme de degré
k=j
>k > j pour k > j).

Or le coefficient de 27 dans P; = 27(1 — )" est 1. Donc «; = 0.
Par récurrence, ay, = 0 pour tout k € [0, n].

Donc (Fy, Py, ..., P,) est libre. Comme elle contient n + 1 vecteurs dans un espace
de dimension n + 1, [c’est une base de F|

k
Puisque ¢(FPy) = — P, chaque Py est vecteur propre de ¢ pour la valeur propre —.
n n



La matrice de ¢ dans la base (P, P, ..., P,) est diagonale :

0 0 0 -0
0Lo .0 -
B=|00 2 .. 0 :diag<0,,,...,l)
. . nn
0 0 O 1




Probleme - morceau de sujet HEC

Dans ce probleme, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabil-
isé (Q, A,P). Si X est une variable aléatoire, on note respectivement E(X) et Var(X) son espérance
et sa variance, sous réserve d’existence.

Le but de ce probleme est de mettre en évidence quelques résultats asymptotiques liés au modele du
collectionneur de vignettes. Dans chaque paquet de céréales se trouve une vignette et il y a en tout
des vignettes de n types différents, ou n est un entier supérieur ou égal a 1 . Chacun des n types de
vignettes se retrouve avec la méme fréquence dans les paquets de céréales. Une collection est alors
complete lorsqu’elle comporte n vignettes de types différents.

On modélise le nombre total de paquets de céréales qu’il est nécessaire d’acheter pour obtenir la
collection complete de n vignettes de types différents par la variable aléatoire notée C,,.

On pose par convention Cy = 0 et pour tout ¢ € [1,n], on note C; le nombre d’achats de paquets de
céréales nécessaires pour obtenir ¢ vignettes de types différents.

De méme, pour tout ¢ € [1,n], on pose X; = C; — C;_1, qui représente le nombre d’achats supplé-
mentaires de paquets de céréales qu’il est nécessaire d’effectuer pour obtenir une nouvelle vignette
d’un type différent des (i — 1) vignettes de types différents déja obtenues. Par convention, on pose
X1 = Cl - 1

On suppose que les variables aléatoires X,..., X, sont mutuellement indépendantes. Enfin, on
pose :

Questions préliminaires
1. a) Montrer que :

=1

b) Justifier que pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire X; suit la loi géométrique
n—i+1
g ("),
n

Partie |

Pour tout entier n > 1, on pose :

| =

n no
Hn = Z 5 Sn == Z ﬁ
k=1 k=1

Nous allons démontrer la convergence de la suite (S,),~, et déterminer une valeur approchée de sa
limite S. -

2. a) Montrer que pour tout entier k£ > 2, on a l’encadrement :

1 1 1 1
— < _
k? —

ko k+1

IA

1
1k

o

b) Montrer que pour tout entier n > 2, on a :

3 1

2 n+17—

N

2 —

S

I
S

¢) Montrer que la suite (S5,),,-, est convergente et donner un encadrement de sa limite S.
d) Montrer que pour tout entier n > 1, on a '’encadrement :

<§-8, <t
n

n+1



e) En déduire un programme Python qui permet d’obtenir une valeur approchée de S a
10~ "-pres.

3. Pour tout entier n > 1, on pose u,, = H,, — In(n).

a) Montrer que pour tout entier n > 1, on a I'encadrement :

1
-
b) Montrer que pour tout entier n > 1, ona: 0 < w, < 1.

c) Montrer que la suite (u,),~, converge vers une certaine limite v € [0, 1].

4. Justifier I'existence de l'espérance de C, et montrer que E (C,) = nH,.

5. Justifier 'existence de la variance de C,, et exprimer Var (C,,) en fonction de n, S, et H,.

6. a) Montrer que pour tout réel @ > 0, on a :

S
P(|C, —nH,| > an) < ot
b) Montrer que pour tout réel ¢ > 1, on a :
Cy S
(% | =)<
n (c—1)2

c¢) Pour cette question, on suppose que n = 10°.
On donne l'approximation In(n) ~~ 13.816.

Montrer que :

Cy
P (n e [7.81, 19.82]> > 0.92.

Partie Il - la partie |l n’est pas faisable en ECG1

Dans cette partie, on suppose que n > 2. On suppose de plus que les vignettes sont numérotées de 1
a n. Pour tout i € [[1,n] et tout entier m > 1, on note A, ,, la variable aléatoire donnant le nombre
de vignettes numérotées ¢ obtenues dans les m premiers paquets de céréales achetés.

7. Justifier que pour tout i € [1,n], la variable aléatoire A, ,, suit la loi binomiale B (m, i)

8. a) Montrer que si (E;);5, est une famille d’événements, alors pour tout entier r > 1 :
F(U) <2 rE).
i=1 i=1

b) Montrer que :
1\™ m
P(Cn>m)§n<1—> <ne .

n

c) Il y a ici une erreur de conception de sujet. Admettez cette question. Soit ¢ un
réel strictement positif. Montrer qu’on a la majoration :

P(C, > cnln(n)) < n'c



d) Montrer que pour tout réel z > —In(n), on a :

P(V, >z)<e™

Dans la suite de cette partie, on introduit un modele légerement différent : le nombre N de
paquets achetés est décrit par une variable aléatoire N de loi de Poisson P(\) avec A > 0. On
cherche a calculer la probabilité de compléter, a partir des N vignettes obtenues, la collection
de vignettes. On suppose toujours que les vignettes sont numérotées de 1 a n. On note A; la
variable aléatoire donnant le nombre de vignettes numérotées ¢ obtenues dans les N paquets
de céréales achetés.

9. a) Soit p € N*. Justifier que pour tout i € [1,n], la loi conditionnelle de A; sachant
I'événement [N = p| est la loi binomiale B (p, %) et en déduire que la variable aléatoire
A; suit une loi de Poisson dont on déterminera le paramétre.

b) Montrer que pour tout n-uplet (kq,...,k,) avec k; € Net ky + -+ + k, = p, on a:

P[N=p}([/~11:k51]ﬂ'“ﬂ[zzan/an:M><nlp.

¢) Montrer que pour tout n-uplet (ki,...,k,) avec k; € N, on a :
P([Ai=k]n-n[d = ki) = [ —

d) Montrer que les variables aléatoires Ay, ,An sont mutuellement indépendantes. Com-
menter en comparant avec le résultat de la question 15.(c).

10. Soit D,, I'événement « A 'issue des N achats de paquets de céréales, la collection de vignettes
est complete ».
Montrer que :
P(D,)=(1-e)".
On admet le résultat suivant : pour tout p € N*, on a Pin—y (Dy) =P (C, < p).

11. a) Montrer que :
P(D,) =Y P(C, <p)P(N = p).

p=0
b) On suppose maintenant que A > 1.
Soit a €]V X\, A[. On pose ky = [N —a] et ko = [ X\ +a + 1.

Montrer que :

iP(sz)zl

-5
p=Fk1 a

¢) Montrer I'encadrement :

P(C, < k) (1_A> <P(D,) gIP’(Cngkg)Jr;;.

a?

12. Soit (¢y),~, une suite convergente de nombres réels.

Montrer que pour tout entier n suffisamment grand, on a I’encadrement :

1 1 l —cn\ " 1 1 1
P(Vnﬁcn——> (1—n(n>+cn> < (1—6 ) gP(Vnécn++>+n<n)+c”.

ni/’3  n nl/3 n ni/3 " p nl/3

On pourra appliquer la question précédente avec X = nln(n) + c,n et a = n?/3.



Questions préliminaires

1. a)
b)
Partie |
2. a)

Pour tout i € [1,n], X; = C; — C;_1. En sommant pour i € [1,n], on obtient une somme

télescopique :
n n

Y Xi=) Ci—Cii=C,—Co=[Ci}
i=1 i=1

Pour i € [[1,n], la variable aléatoire X; correspond au nombre d’achats a effectuer, lorsque
I’on possede déja ¢ — 1 vignettes différentes, pour obtenir I'une des n — i 4+ 1 vignettes que
I’on ne posseéde pas encore.

A chaque achat d’un paquet de céréales, la probabilité d’obtenir 'une de ces nouvelles

: n—i+1 : . L
vignettes est ————. Par ailleurs, chaque achat d'un paquet de céréales est indépendant

n
des achats précédents et des vignettes déja obtenues. On reconnait donc la loi géométrique
n—i+1

" :

de parametre

__ 9 1
Vie[l,n], Xi—G (":ﬁ)

Pour k£ > 2, on remarque que :
0<) k(k—1) <k <k(k+1)
et la fonction inverse étant décroissante sur |0, +o00|, on obtient :

L S S
ko k+1 k(k+1) ~

1 11
< = — —.
“kk—1) k-1 &k

1
k
Soit n > 2. On somme les inégalités ci-dessus pour k € [2,n] :

" o1 1 "1 n 1 1
] TP I (e

k=2 k=2

Dans les membres de gauche et de droite, on reconnait des sommes télescopiques. Dans
le membre du milieu, on reconnait la somme définissant S,, privé de son premier terme :

1 1 1

- <§5,—-1<1-——

2 n+1 n
et on en déduit : 5 . .
- — <S5, <2-——.
2 n+1~— - n

La convergence de la suite (Sy,)nen est un résultat de cours puisqu’il s’agit de la somme
partielle d’une série de Riemann convergente. Mais l’énoncé nous demande de prouver ce
résultat ici.

La suite (Sy,)nen est croissante car :

1
> 1 il — O = = >
Vn_ s S+1 S, <n+1)2 0

et elle est majorée (par 2) d’apres la question précédente. Ainsi, [la suite (.S,,)nen converge.|

L’encadrement déterminé pour S,, en question précédente donne: 3 <S5 <2

2
T
La valeur exacte de S, qu’il n’était bien sir pas question de calculer ici, est 5



d)

Soit n > 1, et prenons N > n + 1. Sommons les inégalités obtenues a la question 2.(a)
pour k=n+1,...,N:

k=n+1 k=n+1 k=n+1
D’ou : 1 1 ] 1
— S _Sn<f_7
n+1 N+1— N n N

Et en faisant tendre N vers +o0o dans ces inégalités (en notant bien que tout converge) :

T
n+1

S|

1
Pourn =107, ona — = 107" et
n

précédente, une valeur approchée de S & 1077 prés. Ce nombre peut étre obtenu avec le
code Python suivant :

< 1077, donc le nombre Syg7 est, d’apres la question

1 |S =

o |for i in range (1, 10%x7+1)
3 S = S+1/(ix*2)

4 [print(S)

Les questions 3.(a) et 3.(b) s’enchainent de la méme maniére que les questions 2.(a) et

2.(b).
1l est plus lisible ici d’utiliser la lettre k au lieu de n, comme [’énoncé l'avait d’ailleurs
bien fait en question 2.(a).

Soit £ > 1. En remarquant que :

Vi e { 1 1} 1 < 1 < 1
E+1 k]l k+1—t  k
. L, , 1 1 . o
la fonction ¢ — n étant décroissante sur [k—l—l’ k]’ la croissance de l'intégrale donne :

k1 k+1 ] k+1 ]
/ —dtg/ fdtg/ St
k k+1 k t k k

soit le résultat demandé :
1 k+1 1
— <In|——] < =.
k+1— k ~— k

Soit n > 1. On somme les inégalités précédentes membre & membre pour k € [1,n] :

1 " k+1 "1
— < In|——| < —.
misn () <2

—_——
=In(k+1)—In(k)

>

k=1

n

On obtient une somme télescopique dans le membre du milieu :
Hyyy—1<In(n+1) < H,

ce qui donne :



« avec 'inégalité de gauche :
Yn>2, wu,=H,—Inn)<1

ce qui reste vrai avec n =1 ;

e avec l'inégalité de droite :

In(n) <ln(n+1) < H,

donc

Vn>1, 0<wu, <1|]

¢) Pour tout n > 1:

Upt1 — Uy = Hypy — Hy —In(n+ 1) + In(n)

1 (n+1>
= —1In
n+1 n

>0 (d’apres 3.(a)).

La suite u est donc croissante. Elle est de plus majorée (par 1) d’apres 3.(b). Ainsi,
lla suite u converge.|

Sa limite vérifie le méme encadrement large : |y € [0, 1]|.

: L . : T . n—i+1
4. Chaque variable aléatoire X; (i € [1,n]) suit la loi géométrique de parameétre ———, donc
n

admet une espérance égale a ——

1
Comme somme de variables aléatoires admettant chacune une espérance, C,, = X; +--- + X,
admet une espérance. Par linéarité de E :

B(C,) = 3 E(X,) =

n n

iln—i—l—l z; —z—i—l

Avec le changement d’'indice j =n—1i+ 1 :

M\b—‘

L’énoncé aurait pu nous demander ici de vérifier que :

Cy
« E(C,) ~ nln(n) (ce qui justifie de s’intéresser a V,, = — — In(n)),

n—-+o0o n
o E(V,) = up,
o et donc E(V,) et

ot 7y est la constante d’Euler-Mascheroni, limite de la suite (uy)nen-

5. Chaque variable aléatoire X; (i € [1,n]) admet aussi une variance égale a :

n—i+1
= -1 n? i—1
(n—z—l—l) n (n—i+1) (n—i+1)
n

Comme somme de variables aléatoires admettant chacune une variance, C,, = X; 4+ --- 4+ X,
admet une variance. Par indépendance mutuelle de X1,..., X, :



Avec le changement d’'indice j =n —i+ 1 :

n—j

e :n22%—nzl,:n25n—an.

V(C,) =n
(Cn) i=1J i—1J

)

n

L’énoncé aurait pu nous demander ici de vérifier que:

a)

H
vVV,)=8,—— — S

n n—-+oo

Cette question était difficile pour vous, car elle demande de se souvenir de
Bienaymé-Tchébychev que vous avez vu en terminale. Nous reverrons cette inégal-
ité et ["inégalité de Markov dans un prochain chapitre. La variable aléatoire C),, admettant
une variance, I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev s’écrit :

V(Cn)
b2

Avec I'espérance et la variance de C,, trouvées en questions précédentes, et en choisissant
b=an:

Wb >0, P(|C, —E(Cn)| 2 b) <

H,>0
2S, —nH, S,
Va >0, P(|C,—nH,| > an) g% < .
a?n a

Enfin, la suite (S,)en étant croissante, elle est majorée par sa limite. Donc :

S
Va >0, P(|C,—nH,| >an) < —-
a

Encore une fois, question difficile. C’est souvent le cas en fin de partie. Mon
conseil : en devoir, si vous bloquez sur cette question, vous passez a la suite.
Par contre je recommande fortement de la reprendre a la maison, c’est tres
typique des raisonnements en probabilités.

Soit ¢ > 1. On pose a = ¢ — 1 (> 0). Avec la question précédente :

S
IP’(|Cn CnH| > (e - 1)n> < o1
Travaillons sur I’événement intervenant ici :

C,

[|0n —nH,| > (c— 1)4 _ H —H|> (e 1)}
n
C,

= |— H, — 1,H, -1
et 1 Ha e =1

D’apres la question 3. :
0<u,=H,—1Inn) <1

donc notamment :
In(n) <H, <H,+1 e H,—1<In(n)

d’ou :
In(n)—c<H,+1—c¢c et H,+c—1<In(n)+c

H,+1-c H, : ln(nP +c

1 T T
—c In(n) H,+c—1

JH -

In(n



On a donc l'inclusion entre les intervalles :
}Hn —c+1,H,+c— 1{ C } In(n) — ¢, In(n) + ({

On en déduit 'inclusion d’événements :

{Cnéé}ln(n)—c,ln(n)—kcHC{¢} n—c+1,H, +C_1H

n

et finalement, par croissance de la probabilité :

P ('C;; — ln(n)' > c) =P (C;Ln & } In(n) — ¢, In(n) + CD

< ]P’<|C’n —nH,| > (c— 1)n)
5
-1

IN

¢) On a montré en 2.(c) que S < 2. La question précédente donne :
P <Cn’" € [In(n) — ¢, In(n) + c]) >1- (0—21)2
donc, avec ¢ = 6 et sachant que 13.81 < In(n) < 13.82:
P (C;L" € [7.81, 19.82]) _p (C:Z” [13.81 — 5,13.82 + 5] )
>P (CT;n € [In(n) — 5,In(n
>1 2

21— 5o = 1-008 =

Partie 111

7. A chaque achat d’'un paquet de céréales, la vignette numéro i est obtenue (succés) avec la

probabilité —. Les achats étant indépendants les uns des autres, on reconnait le modéle de la
n

loi binomiale (on compte le nombre de succés pour m achats) :

T
Vi€ [Ln], A B (m, ) .
n

8. a) On procéde par récurrence sur r > 1.

e [Initialisation. On a égalité pour r = 1.

o Hérédité. Soit r > 1. Supposons que P (U ) < Z

() (0o




b) L’événement [C,, > m] signifie que 'album n’est pas encore complet apres m achats de
paquets de céréales, ce qui veut dire qu’au moins 1'une des vignettes numéro i (i € [1,n])
n’a encore jamais été obtenue :

n

i=1
Avec la question précédente :

indépendant de ¢

P(C, > m) = P (U(Az,m = 0)> <Y P =0 =3 (1-) =a(1-2)".
i=1 i=1 i=1 n n
L’inégalité classique (que 'on peut obtenir avec une étude de fonction)

VyeR, 14+y<eY

appliquée a y = —— donne :
n

1\™ m
P(Cn>m)§n<1—> <ne n.
n

¢) On pourrait étre tenté de choisir m = cnln(n) dans la question précédente, de sorte que :

cnln(n) enln(n)

P(Cn > cn ln(n)) < ne n < ne n =nn"‘=n

Mais dans les questions précédentes, m est un entier naturel non nul.
Alors on essaie de s’en sortir, en vain, avec une partie entiere...

e Pour m = |enln(n)], c’est un entier naturel qui peut étre nul et surtout :

B lenn(n) | cn In(n)
]P’(Cn > cn ln(n)) < P(Cn > |en ln(n)J> <e n X e n

(I'inégalité dans l'autre sens est vraie)

o Pour m = |enln(n)] + 1, cette fois m € N*, mais on est bloqué ici :

P(Cy > cnln(n)) = P(C, >m) X P(C,>m).

('inégalité dans 'autre sens est vraie)

Dommage, car ¢a aurait bien fonctionné ensuite :

lenln(n) | +1 cnln(n)
P(C,, > m) < ne n < ne noo=....

Conclusion: je ne sais pas comment répondre a cette question ! (sauf si on suppose que
enln(n) € N*, mais on sera alors bloqué dans la question suivante). C’est une erreur de
I’énoncé!

d) Pour tout z € R :

P(V,>x)=P <Cn —1In(n) > x)

=P (C" > x+ln(n))

—P (cn > <1n3(”n) + 1> nln(n)) .




On pose ¢ = +1

x
In(n)
Lorsque x > —1In(n), on a ¢ > 0 et la question précédente s’applique :

P(V,, > x) < nl_(ln(")H) — o I = ¢ W "™ = oo,

L’explication est la méme qu’en 15.(a) : la loi de A; sachant 'événement [N = p] est une

1
loi B (p, >
n

Déterminons la loi de /L-. Notons d’abord que fli est a valeurs dans N.
Soit £k € N. On applique la formule des probabilités totales au systéme complet
d’événements {(N =p)}pen :

P (/11 = k:) = JiOIP)(Np) (/L = k’) xP(N =p)

=0 si k>p
+oco 1 1 p—k 2P
= Z <p>k <1 — ) e_)\il
o \k)n n p!
= 1 1 1\?~* AP
—Z'Zﬂ'k (1—) e_’\—.
kU (p—k)in 4

On effectue le changement d’indice ¢ = p — k :

Ip)(jfl‘:k):ioll( _1) —A\atk
’ =0 k! glnk n
1 q
e (0-1)
= T q! '

q=0

On reconnait la somme d’une série exponentielle :

P(Aik)ﬁmxexpo(x_i))(”)e

Par conséquent, |la variable aléatoire A; suit la loi de Poisson P <>

Sachant [N = p| avec p = ky + - - - + k,, I'événement

correspond a :
e choisir £y vignettes numéro 1 parmi p,
e choisir ky vignettes numéro 2 parmi les p — k; restantes,
e ctc.

ce qui donne :




cas favorables, avec n? cas possibles. D’ou :

Poven ([ = ] 00 [An = k] ) =

Lok, Inp

C) Soit (/ﬁ, .. .,kn) c N™. Notons p= kl 4+ 4 kn
Le nombre total de vignettes obtenues correspond au nombre d’achats de paquets de
céréales :

kil Kk, Inp ]/

‘ﬁ 4

- A
d) Pour tout i € [1,n], la variable aléatoire A; suit la loi de Poisson P () :
n

A (A)k
a2
Vi € N, JP(AZ-:/@-):T?.

Avec la question précédente, on a donc :

Vhi, o €N B [Ai= k] 0o [Ay = k] ) =P (A= k) x o x B (A, = k)

ce qui prouve \l’indépendance mutuelle des variables aléatoires Ay, ... ,An.\

Remarque. Ainsi :

o Sion fire un nombre donné m d’achats de paquets de céréales, alors les variables aléa-
toires Aq ;. .., Anm, qui comptent le nombre de vignettes de chaque type obtenues,
ne sont pas indépendantes, ce qui est normal puisque leur somme vaut m.

« Sien revanche on considere, avec les variables aléatoires Ay, ..., A,, les mémes compt-
abilisations, non pas pour un nombre fizé d’achats mais pour un nombre d’achats
aléatoire avec une loi bien choisie, alors ces variables aléatoires sont indépendantes.

On est d’accord, c’est un peu compliqué a comprendre en lisant mais au final pas tres
surprenant.

10. Avoir une collection compléte signifie que chaque vignette numéro ¢ (i € [1,n]) a été obtenue

au moins une fois : .

D, =N[4 >1].

i=1
Avec I'indépendance mutuelle qui vient d’étre prouvée :

n n

P(D,) =[P (A =1)=I[(1-F(A=0))=I] [1-¢

i=1 =1 i=1




11. a) On applique la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements
(IN =p])pen

P(D,) = 3 Boy (DB = p) = 3 B(C; < BN = p).

p=0

b) On a :
ko
S PN =p)=P([A—a| <N < |[\+a]+1).

p=Fk1
Tout réel x vérifie :
e |x] <=z, donc:
([A—al <N)D>(A-a<N),

e z < |z]+1, donc :

(N<A+a)C (N<[Atal+1)C(N<[\tal+1)

On a donc l'inclusion d’événements :
A—a<N<A+a)C([A—al <N <[A+al+1).

On obtient :

ko
S P(N=p)>PA\—a<N<\ta)=1-P(N - >a)

p=Fk1

Or N suit la loi de Poisson P(\) donc admet une espérance et une variance, toutes deux
égales a \. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev :

§P<N2p>:1_P(|N_E(N)‘>G)Zl—VELiV): _;\2.

c) o Premiére inégalité.
On ne conserve que les termes pour p € [k, k2] dans la somme de la question (a) :

+o00 ko
P(D,) =Y P(C, <p)P(N =p) > > P(C, < p)P(N = p)

p=0 p=Fk;

Or :
p>k = [C, < k] C[C, <p
et donc :
P(C, <p) >P(C, < k)
D’ou :
indépendant de p
kg D k2
P(D,) > Z P(C, < k1) xXP(N =p)=P(C, < k) Z P(N = p)

p=k1 p=k1

et donc, avec la question (b):




o Seconde inégalité.
On découpe la somme obtenue en question (a) :

B(D,) = S P(Co < pB(N =p)+ 3 B(Cy < pB(N = ).
p=0 p=kao+1

« Pour le premier morceau, on raisonne comme précédemment en majorant P(C,, <

p) par P(C,, < ky):

iP(Cn <p)P(N =p) <P(C, < k) iP(N =p) < P(C, < ky).

<1

« Pour le second morceau, on majore P(C,, < p) par 1 :

+o0 +o0 k2
> PC,<pP(N=p)< > P(N=p)=1-> P(N=p)...
p=ka+1 p=ka+1 p=0

et on tronque cette derniére somme pour utiliser la question (b) :

ko Y
1Y BN =p <
p=k1 a

On recolle les morceaux :

12. Laissons-nous guider par I'indication de I’énoncé en posant A\ = nln(n) 4 c,n et a = n??

observons chacune des cing expressions colorées que nous donne la question précédente :

, et

A
P(Ch < k1) S P(D,) SP(Cy < ) + 5

e On minore la partie entiere :
ki=|A—a]>X—a—1=nln(n)+cn—n*3 -1
et on obtient :

P(Cn < k1) = P<Cn < nln(n) + c,n —n?3 — 1)

] —n?3 -1
:P<Vngnn(n)+cnn n —ln(n)>
n
1 1
= <ep————).
P(Vn_(n nl/3 n>
nln(n) +c,n nln(n) + c,n
e

e La question 18. donne :

nln(n) + c,n -

P(DN) == e_# - (1 — e_ln(n)—cn)n - (l - e )”'.

n



e On procede comme en rouge, mais cette fois on majore la partie entiere :
ky=|A+al +1<A+a+1=nln(n)+cn+n*3>+1
et on obtient :

P(Cy < kp) < ]P)(Cn < nln(n) + c,n +n?? + 1)

nln(n) 4 c,n +n?3 4+ 1
n

=P (Vn < - ln(n)>

1 1
:]P)(V”SC”—’_nl/i% +n>-

A nln(n)+en  nlnn)+cn In(n) +c,

a2 (n2/3)2 N n4/3 - /s

On obtient bien la réponse demandée en recollant tous les morceaux.




