Lycée Louis Pergaud - Besancon

Devoir Surveillé 5 - Version Ecricome
Séries, probabilités discretes, applications linéaires en dimension finie

ECG1 — Mathématiques 3 avril 2026

La calculatrice est interdite. Durée de ’épreuve : 4h.

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Rappeler le théoreme du rang et sa preuve.

2. Convergence absolue des séries : résultat et preuve.

3. Rappeler les formules d’espérance et de variance pour les lois de Poissons et les lois
géométriques, et les démontrer.

Exercice 2 (Edhec - La fin du probléme est assez ardue)

1
1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose a, = o
ninn
. s , N k1 1 1
a) Montrer que pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, on a : [ 7—dt < ;5.
k
b) En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général a,,.
Dans la suite, on considere la fonction f définie par :
! i 2 € 0[Ul0, 1]
si x €] — oo, ,
f@)={T—a)l( —a)
1 six=0
2. Montrer que f est continue sur | — oo, 1[.
3. a) Montrer que f est dérivable sur | — oo, 0[ et sur |0, 1[, puis calculer f'(z) pour tout = de
b) Etudier le signe de la quantité In(1 — z) 4+ x, lorsque x appartient & | — oo, 1[, puis en
déduire les variations de f.
¢) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son
tableau de variation.
4. a) Etablir que, pour tout n de N*, il existe un seul réel de [0, 1[, noté u,, tel que f(u,) =n

et donner la valeur de u;.

Montrer que la suite (u,,) converge et que lim w, = 1.
n——+00

1
Pour tout entier naturel n non nul, calculer f (1 — \/_> puis en déduire qu’il existe un
ny/n
1
entier naturel ng tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a ng, ona : u, <1 — —\/_
ny/n
1

En déduire, a 'aide de la premiere question, que la série de terme général ————
—nln(l — u,)

est divergente.

Conclure, en revenant a la définition de w,, que la série de terme général 1 — u,, est
divergente.



1
1. a) Considérons la fonction h : t — T S [2,+00[. Cette fonction est dérivable sur
n

[2, +00[ comme inverse d'un produit de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas. On a, pour tout t > 2 :

1+Int
(tlnt)?

h'(t) = — <0.

Ainsi h est décroissante sur |2, +oo[. Donc pour tout k > 2 et tout t € [k, k+ 1] :

1 1

tlnt — klnk’

IN

Par croissance de l'intégrale :

S| 4 < 1
—dt
/k tlnt — klnk

b) Pour tout n > 2, en sommant l'inégalité précédente de k =2 a n :

n n

noork+l ]
AT EDY

Par la relation de Chasles :

n+1 1 B ntl
ogé ——dt = (I ))}" = (in(n + 1)) — In(In2) —— +oc.

Donc Z ar — +00 et [la série > a,, diverge|
k=2

2. Pour tout x € R*\ {1}, ona 1l —2 > 0 et In(l —z) # 0, donc f est bien définie et
continue sur | — oo, 0[U]0, 1] comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur
ne s’annule pas.

Etudions la continuité en 0. Comme In(1+u) ~ u, on a par substitution In(1—x) ~y —z.
De plus 1 — x ~¢ 1. Donc :

—X —X

J@) = o ma =) ™ Tx (=)

= 1= f(0).

Ainsi f(z) = f(0) quand x — 0, et |f est continue sur | — oo, 1[|

3. a) Pour tout x €] — 00, 0[U]0, 1], f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas. On calcule :

f%w_;J.Q—xnm1—@-4—@(—mu—xy+u—xy1;)
(1 —2)*(In(1 — 2))?
_ (x—1)In(1—2)—azn(l —z)—=x
(1 —2)?(In(1 —2))?
—In(l—2)—2x
(1 —2)?(In(1 — z))?




b) Posons g(x) = In(1 —z) +z pour x < 1. La fonction g est dérivable sur | — oo, 1] et :

-1 —1+1—:1:_ —x

!
g(:c) 1—:c+ 1—=z 1—=x

Pour z <1:1—2 >0, donc ¢'(z) est du signe de —z.

x —00 0 1
g'(x) + 0 -
0
Ainsi g atteint son maximum en 0, avec ¢(0) = In(l) + 0 = 0. Donc

In(1 —z) 4+ x <0 pour tout < 1]
Ainsi, pour tout z €] — 00, 0[U]0, 1] :

—(In(1 — z) 4+ x)

! = > 0.
T = =t a2 =
Donc f est croissante sur | — 0o,0[ et sur |0,1[. Comme f est continue en 0,
|/ est croissante sur | — oo, 1[]
c) Limite en —oo : 1 —x ~_,, —x, donc :
- 1

—z-In(l—2z) In(l—2x) z—-o0

Limite en 1~ : Par croissances comparées, ylny — 0~ quand y — 0. Donc (1 —
z)In(l —z) -0~ quand x — 17, et comme —x — —1:

Jw) = (1—2)In(l —z) a>1- oo
x —00 1
f'(x) +
400
f
0 /

a) D’apres les questions précédentes, f est continue et strictement croissante sur [0,
Par le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de [0,1] sur f([0,1[)

£(0). lim F(x)[= [1,+o]
Donc pour tout n € N* C [1, +o0], il existe un unique u,, € [0, 1] tel que f(u,) = n.

De plus, f(0) =1 donc

b) Deux options ici : Premiére option : Comme (u,),en est croissante et majorée par
1, elle converge vers une limite [ € [0,1]. Supposons | < 1. Par continuité de f sur
[0, 1], on aurait f(l) = EIE flu,) = EIE n = +00, ce qui est absurde. Donc [ =1

1].

et u, — 1 quand n — 400




Deuxiéme option : La bijection réciproque f~! : [1,+o00[— [0,1[ est continue
et strictement croissante (comme f). Comme f(z) — 400 quand z — 17, on a
fy) — 1 quand y — +o0.

Or u, = f~*(n) pour tout n > 1, donc [u, — 1 quand n — +o0

1
P tout n > 1 n=1———. Alors:
our tout n , posons T i ors
@) —(1—7\1/5) —(nyn—1) nyn-—1
:L‘ = _— =
" 1 (L —1 3]
- n (n\/ﬁ) n(n./n) 5Inn

1
flzn) vn— N . .
Donc = —3 > 400 par croissances comparées.
n 5 lnn n—+o

Il existe donc ng tel que pour tout n > ngy on ait [@n) > 1, c’est-a-dire f(z,) >n =

. . 1
Comme f est strictement croissante, on a (u, <1 — ——= pour tout n > ny.

ny/n

1
Pour n > ng : m <1—wuy,, donc —In(1 — u,) < —1n<

strictement croissante sur Ri.
1 1 B 2 1
—nln(l—w,) ~ n-3nn 3 nln

> = ilnn car In est

1
ny/n

Ainsi :

par décroissance de la fonction inverse

*
sur ]R+.

1
Comme > un diverge (question 1), par comparaison de séries a termes positifs,
ninn

2

diverge.

—nln(l — u,)

_Un

(1 —up) In(1 — uy,)

Par définition, f(u,) = n, soit =n pour n > 2.

D 1l—uy =————.
one " nin(l — u,)

Comme u,, — 1, on a —u,, — —1, donc :
-1 1

1=y ~ - .
" nin(l —u,) —nln(l —u,)

Par comparaison de séries a termes positifs, > (1 — u,) et > —————— sont de
—nn(1 — uy,)

méme nature.

Comme cette derniére diverge (question 4d), [la série Y (1 — w,,) diverge/|




Probleme : Ecricome

Une urne contient initialement une boule, blanche et une boule noire. On effectue une succession de
tirages d’une boule dans cette urne. Apres chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne, et on
rajoute dans I'urne une boule de couleur opposée a celle qui vient d’étre tirée.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, 7, P).

Pour tout £ € N, on note X} le nombre de boules blanches présentes dans 1'urne juste avant le
(k + 1)-eme tirage. En particulier, on a Xy = 1. On admet que pour tout entier k, Xj est une
variable aléatoire de (2, .7, P).

Partie A

1. Déterminer la loi de X;. Donner son espérance et sa variance.

2. Justifier soigneusement que la loi de X, est donnée par :

P(a=1)=5 P(G=2=3 P(GL=3)=g

3. Préciser 'ensemble X () des valeurs que peut prendre Xj.

4. Soient i € N* et j € X}, (). Déterminer Pix,—j) ([Xp41 = 1]).

(On distinguera différents cas selon les valeurs relatives de i et j).
5. Déduire de ce qui précede que :
1 . 3+k—1
= -

Vke N, Vie N*, P([Xp =1]) = k2

P(Xp=i-1]). (%)

6. A l'aide de la formule (x), déterminer la loi de Xj.

1
(k+ 1)
b) Déterminer pour tout k € N, la valeur de P ([X} = k + 1]).
c) Pour tout k € N, on pose :  ap = (k+ 1)! x P([X; =2]).

Exprimer a1 en fonction de a; et de k.

7. a) Montrer que pour tout k € N: P ([X,=1]) =

Montrer que la suite (bg);~, définie par :  Vk € N, by = aj, +k +2 est géométrique.

En déduire alors que :

2k+1_k_2
Vke N, P(|X,=2])= ————
€ N P& =20 =)

Partie B

8. Que renvoie la fonction Python suivante pour un entier k£ non nul ?

Détailler le fonctionnement de la ligne 5.

def mystere(k)
n =
b =
for i in range(k)
r = np.floor(rd.random()*(n+b)+1)
if r>n
n = n+t
else
b = b+
return(b)

© oo ~ [=2] w - w [ -
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9. Ecrire une fonction Python d’en-téte def loi_exp(k,N) qui prend en entrée un entier stricte-
ment positif k et un entier N, qui effectue N simulations de k tirages successifs dans I'urne et
qui retourne un vecteur LE qui contient une estimation de la loi de X}, (c’est-a-dire que pour
chaque i € [1,k + 1], LE[i-1] contient la fréquence d’apparition de I’événement [Xj; = i| au
cours des N simulations).

On pourra utiliser la fonction mystere.

10. Recopier et completer la fonction 1oi_theo suivante, qui prend en entrée un entier strictement
positif n, afin qu’elle retourne un vecteur LT qui contient la loi théorique de X,,.

def loi_theo(n)

M = np.zeros((n+l,n+1))

M[0,0] =

ML1,0] = 1/

ML, 1] =1/

for k in range(!,n)
M[k+1,0] = ... ......
for i in range(!,k+1)

Mlk+1,il = .........

Mik+1,k+1] = .........

LT = .........

return(LT)

© o N s W N

= e
- o

-
»

11. Un étudiant nous propose comme loi de X5 le résultat suivant :

k 1 2 3 4 ) 6
P([X5 =k])| 0.001368 | 0.079365 | 0.419434 | 0.418999 | 0.079454 | 0.00138

A-t-il utilisé 1loi_exp ou bien loi_theo 7

Partie C
12. a) A l'aide de la formule (x), montrer que :
E+1
k E (X = ——F (X L.
v eN’7 ( k+1) ]{7+2 ( k)+
b) Déduire de ce qui précede que :
k+2

ke N, (X)) ="

c¢) Soit Y} la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans I'urne apres
k tirages.

Justifier que X et Y, ont méme espérance, puis retrouver le résultat de la question
précedente.
On admettra pour la suite que :

k42

13. Non faisable pour l'instant. Nécessite Markov et BT et la notion de convergence
en probabilité.

a) Soit @ > 0. Montrer que :

, X, 1
kgrfoop(‘wrz_z <a) =1

b) Interpréter ce résultat et le justifier intuitivement.



Partie D
14. Pour tout couple d’entiers (4, j) tels que 1 < j < ¢, on définit I'application ¢, ; par :
. Rlg] — Rlz]
Yiit P jPx+4+1)—iP(z)

a) Montrer que ¢; ; est linéaire.

b) Pour P € R[z], montrer que deg (¢; ;j(P)) = deg(P).

c) En déduire que ¢, ; est injective.

)

d) Montrer que pour tout polynéme P dans R [z], il existe un polynéme @) dans R[z| tel que

pii(Q) = P.
(Pour P non nul, on pourra s’intéresser d la restriction de y; ; a R, [x] ot n est le degré
de P).

Ce qui précede montrant que ¢; ; est un automorphisme, on définit le polynome P, ; pour
tout couple d’entiers (i, 7) tels que 1 < j <4, en posant :
Pii(x) =1, etpour1<j<i, P(x)=¢(3+z—10)P1,))),

et enfin pour tout entier ¢ > 1,

15. a) Vérifier que : Pp(x) = —z — 2, puis calculer Py, (z).
b) Vérifier que : Pso(z) = —22 — 4.
On admettra dans la suite que : P31 (z) = 32 + 3z + 1 et Py3(z) = 3.

16. On considere, pour tout entier ¢ de N*, la propriété suivante :

1 i
A «Vke N, P([Xy=1]) = WZR](k)jk .

=1
On souhaite montrer par récurrence que, pour tout ¢ de N*, 7 est vraie.
a) Montrer que 4 est vraie.

b) Soit ¢ > 1. On suppose que J,_; est vraie et on pose :

Vke N, ap=(k+1)IP([X,=1i])— fp,,j(k;)f.

=1

En utilisant la formule (x) et la relation (3 +x —i)P,_1 j(x) = ¢, ; (P, ;(z)), montrer que
la suite (ax),s, est géométrique.

Déterminer «q et en déduire que 7 est vraie.

c¢) Conclure.

17. a) En utilisant le résultat de la question 15.(a), retrouver le résultat de la question 7.(c).
b) Déterminer P ([X} = 3]) pour tout k € N*.

Ce corrigé a été rédigé par Mathieu Mansuy, ancien prof de deuxiéme année qui faisait un travail
exceptionnel.

Partie A

1. Pour tout k& € N*, notons B I'événement « on a pioché une boule blanche au k-eme
tirage », et Ny = By, c’est-e-dire I'événement « on a pioché une noire au k¢ tirage ».

Avant le deuxieme tirage, il y a soit 2 boules blanches et une noire dans 1'urne si on a



pioché une boule noire au premier tour, soit 1 boule blanches et deux boules noires si on
a pioché une boule blanche au premier tour.

Ainsi, X;(Q) ={1,2}, et P(X1 =1) =P(B1) =3, P(X;1 =2) =1 -P(X; =1) =

On reconnait une loi uniforme sur [1, 2], d’ou ‘E(Xl) =2et V(X)) =% = H

N[ —=

. Lors de deux tirages, on peut extraire soit deux boules noires, soit deux boules blanches,
soit une boule blanche puis une boule noire ou I'inverse. Ainsi, X5 peut valoir 3 ou 2 ou 1,
soit X5(Q) = [1, 3]. [Xo = 1] est réalisé si, et seulement si, B; N By l'est. D’ou (& l'aide de
la formule des probabilités composées, les événements B; et By n’étant pas indépendants)

P([X, = 1)) = P(B 1 B) = (B3, (B) = x 5 = ¢

car lorsque B est réalisé, le deuxieme tirage se fait dans une urne avec une boule blanche
et deux boules noires.

De méme [ X5 = 3] est réalisé si, et seulement si, Ny N Ny 'est réalisé. D’ou :

P([ Xy = 3]) = P(N; N Ny) = P(N;)Pp, (Ny) =

X

1
-

DN | —
Wl

Enfin, P([X, = 2)) = 1 — B([X, = 1) = P([X, = 3) = 1 — 1 —

Wi

1
1=
. Lors de k tirages, on peut extraire entre 0 et k boules blanches. Apres ceux-ci, 'urne peut
donc contenir entre 1 blanche et k£ + 1 blanches (en comptant la boule blanche qui est
présente des le debut). Ainsi, [X;,(Q) = [1,k + 1]

. Soit i € N* et j € [1,k+ 1]. Apres le (k + 1)-éme tirage, il y a k + 2 boules dans 1'urne
car on ajoute une boule a chaque tirage. Le tirage k + 1 améne une boule blanche ou une

boule noire. A son issue, le nombre de boules blanches est donc stable ou est augmenté
de 1. Par conséquent, Py, —jj([Xpp1 =1]) =00 # jet i #j+ 1.

Selon le protocole, le nombre de boules blanches reste constant apres un tirage si, et
seulement si, on tire une boule blanche. Ainsi, Pix,—;([Xx+1 = j]) est la probabilité de
sortir une boule blanche dans une urne contenant k + 2 boules dont j boules blanches,

d’ou P[szj}([Xk—i-l = ]]) = ﬁ
De meme, le nombre de boules blanches augmente de 1 apres un tirage si, et seulement

si, on sort une boule noire. Le réel Py, —;)([Xz41 = 7 + 1]) est la probabilité de sortir
une boule noire dans une urne contenant j boules blanches et k£ + 2 boules au total, d’ou

Ppxem) ([Xps1 = j +1]) = 5552

. Soit k € Nysii ¢ [1,k+2] = Xg11(Q), alors P(Xy.; =) =0 et comme i —1 ¢ [1,k+1] =
Xk(€2), on a aussi P(Xy =i) = P(X, =i —1) = 0. Donc la formule (%) est vraie dans ce
cas.

Supposons i = k+2, alors [ X1 = k42| est réalisé si, et seulement si, [X = k+ 1N Ngiq
est réalisé car le nombre maximal de boules blanches apres k tirages est £k + 1. Donc
P(Xk_H =k + 2) = P(Xk =k + 1>P[Xk:k+1](Nk+1) = P(Xk =k + 1) X %H D’autre part,
(k+2) ¢ Xp(2), dou P(X =k +2) = 0. On observe donc que la formule

7 . 3+k—1
=)+ " -

P ([Xewr = i) = s

P(Xe=i—=1]) (%)

est vraie pour i = k + 2.



7.

Supposons i € [1,k + 1], On applique la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements {[ X}, = j]}1<j<ri1

k+1
P ([Xi1 =1i]) = D P(Xp = J)Prymj) (X1 = 1)
j=1
Puisque Px,—j)(Xp41 = i) = 0 lorsque i # j et i # j + 1, cette somme se simplifie :
P ([Xk+1 = Z]) - ]P)(Xk - Z>P[Xk:z] (Xk-Jrl - Z) + ]P(Xk =17 — 1)]PJ[X]€:Z'_1} (XkJrl = ’l)

On a vu que Py, —j(Xpp1 = 1) = ﬁg

Sii=1,alors P(X; =i—1) =P(X, =0) =0 et la formule (%) est valable pour i = 1.

k+2—(i—1) _ k+3—i
k+2 T k42 0

Sinon, la question précédente avec j = i—1 donne Ppy, —;_1](Xp41 = 1) =
et donc :

1 . 3+k—1
“ e D= S

P ([Xps1 = i]) P([Xe=i—1]).

La formule (x) est donc bien satisfaite pour tout k& € N et pour tout i € N*.

. Avec ce qui précede, X3(Q) = [1,4], et P(X3 = 1) = {P(X, = 1) = 5, P(X3 = 4) =

IP(X, =3) = 5, puis

24

a) A l'aide de la question 5 avec i = 1 et P(X; = 0) = 0, on obtient P(X;4; = 1) =

3 P(Xi = 1) pour tout k € N. Par une récurrence immédiate, on obtient :

—_
—|

P(X), =1) =

b) Soit & € N. La question 5 avec i = k + 2 donne (en notant que P(Xy = k+2) =0) :

3+k—(k+2) 1
PXp=k+1) = —P(Xpy=k+1).
k+2 (X =k+1) k+2 (X =k+1)

P(Xjsr = k +2) =

Avec P(Xy = 1) = 1, une récurrence immédiate donne P(X; =k +1) =

c¢) Pour tout k € N :

%H:4k+2mwxmlzzy:w+aﬂ<ki2quk:ﬂy+3Zi;2pqu:uv

> a4 3+k-2 1
— (k+2)!
<_%)<k+2%+1ﬂ+ K12 (kt 1)

>:2ak+k+1



Définissons la suite (by,) par by, = a, + k + 2 pour tout k& € N. Pour tout k € N :
b1 =1 +h+14+2=2a,+k+1+k+3=2(a,+ k+2) =20
La suite (by) est géométrique de raison 2, donc pour tout k € N :

by = 2°by = 2% (ag + 2) = 281!

car P(Xo = 2) = 0. En substituant, on obtient a, = 2! — k — 2 et
2k+1l_g_2
Partie B

8.

10.

Détaillons déja le fonctionnement de la ligne 5. La commande rd.random() renvoie une
réalisation d'une variable suivant une loi uniforme sur [0,1[. Par transformation affine,
rd.random() * (n+b)+1 renvoie une réalisation d’une variable suivant une loi uniforme sur
[1,n+ b+ 1[. Et en prenant la partie entiére, r = np.floor(rd.random()*(n+b)+1) est
donc un nombre entier pris au hasard dans [[1,n + b] (de maniére uniforme).

Les variables n et b représentent le nombre de boules blanches et de boules noires dans
I'urne. On effectue k tirages successifs & 'aide de la boucle for. A chaque tirage, on
imagine avoir numéroté les boules noires de 1 € n, et les boules blanches de n +1 ¢ n + .
On tire au hasard une boule dans I'urne, ce qui revient e choisir un entier r au hasard dans
[1,n+0]. Sir >n, alors cela correspond & sortir une boule blanche de I'urne. Dans ce cas,
on augmente le nombre de boules noires de 1 en faisant n = n+1. Sinon, cela correspond
e un tirage d’une boule noire, et on augmente alors le nombre b de boules blanches de 1.
On renvoie enfin le nombre b de boules blanches contenues dans 1'urne apres k tirages.
Cela correspond donc € une réalisation de la variable Xj.

On commence par creer un vecteur u contenant N réalisations de la variable X;. Pour
cela, on utilise une boucle for et la fonction mystere (k).

Ensuite, on crée un vecteur LE de taille £ + 1 (dont les composantes vont de 0 ¢ k). On
effectue une boucle for afin de parcourir ce vecteur, et de placer dans LE[i-1] la frequence
d’apparition de i dans u. Pour cela, on utilisera la commande np.mean (u==1).

def loi_exp(k,N)

u = np.zeros(N)

for j in range(N)
uljl = mystere(k)

LE = np.zeros(k+1)

for i in range(!,k+2)
LE[i-1] = np.mean(u==i)

return(LE)

o N9 O Ok W =

La matrice M est telle que [M],; = P(X; = i —1). On fera attention au decalage de
numerotation (qui commence ¢ 0 avec Python). On utilise les questions 7.(a) et 7.(b) pour
completer les lignes 7 et 10, la formule () pour la ligne 9. Pour la ligne 10, on extrait la
derniere ligne de la matrice M qui contient la loi de X,,.



1 |def loi_theo(n)

2 M = np.zeros((n+1,n+1))

3 M[0O,0] =

4 M[ ’ :| = /

5 M[ ’ :| = /

6 for k in range(!,n)

7 M[k+1,0] = M[k,0]/(k+2)

8 for i in range(l,k+1)

0 Mlk+1,i] = ((@+1)/(&k+2))*M[k,i]+((2+k-1)/(k+2))*M[k,i-
]

10 M[k+1,k+1] = M[k+1,0]

11 LT = M[n, ]

12 return(LT)

11. En théorie, P(X5 = 1) = P(X5 = 6) = 4, alors que dans le tableau, les valeurs sont

distinctes. Donc c¢’est un calcul expérimental obtenu avec loi_exp.

Partie C
12. a) Pour tout k € N, X;(Q2) est fini donc admet une espérance.
Calculons :
k+2 k+2 i 3_|_k;_2
k+2 Z'Q k+2 3+k—'l
= P(| Xk =1 ——P ([ Xy =1—1
> P (K= L P (=i 1)
1 k42 —i-1
= 5B+ ]Z%(j + 1)%1@ ([Xy =j]) par theoréme de transfert
1 k+1 2 + k _]
= ——B(X} i+ 1) P ([Xp = Xp(Q)=[1k+1
FraPOD SO DTS P =) e Xu(@) = [k 4 1)
1 , 1 .
= mE(Xk) + mE<<Xk +1)(24+ k — X))) par theoreme de transfert
1 2 2
fmE(Xk+(2+k)Xk—Xk+2+k—Xk)
1 1+ k
= ——F((1 Xp+2 =——F (X 1.
k+2 (T4 k)X +2 4 ) k+2 (Xe) +

b) Pour tout k € N, on pose 74 :<< (E(Xk) = %) >> .

Init. X, étant constante egale ¢ 1, E(Xy) =1 = %. D’ou % vraie.

Heér. Soit k € N. Supposons J%; vraie, soit F(X}) = % Avec la question précédente
1+k 1+kk+2 k+3
E(X = —FX l=——t+1=—
(Xks1) bt o2 (X&) + 12 2 + 2

D’ou la propriete 545, vraie.

Concl. Par principe de récurrence, ‘pour tout k € N, F(Xy) = %‘

c) Le rele joue par les boules blanches et les boules noires durant cette expérience
aleatoire etant exactement le meme, Xy et Yj suivent la méme loi par symetrie. Elles



ont en particulier meéme esperance, et satisfont X + Y, = k 4+ 2 puisque X, + Y}
correspond au nombre de boules dans I'urne apres k tirages. Ainsi :

2E(Xy) = E(Xy) + E(Yy) = BE(Xi+Yy) =k +2.

Ainsi, |[E(Xy) = B(Y;) = 52

13. a) Soit @ > 0. La variable X} admet une variance, donc % également. On peut lui

k+2
appliquer I'inegalite de Bienaymé-Tchebychev :

(0 w2 =

k+2 k42 o?

X, 1 1
<P — = > <
0= (‘k+2 2 —O‘> = 12k + 2)a2

. X . BE(Xp) _ 1 Xp) _ 1 _ 1
en utilisant F (k—JfQ) e o — s etV (kffz) = WV(Xk) — 12(k+2)°

X
k+2
Par passage ¢ I’événement complementaire :

X, 1 X, 1
P - = =1-P — > 1.
<‘k+2 2‘ <a> <‘k+2 2 —O‘> e

1
3 > a) et vaut 0.

Par theoreme des gendarmes, lim P (
k—4o0

b) La variable kX—JfQ converge donc en probabilite vers % Ce n’est pas surprenant, puisque

kXTkz représente la proportion de boules blanches dans 'urne apres k tirages. Intu-

itivement, cette proportion a tendance a étre proche de % quand k est grand puisque
I’experience est totalement symetrique en ce qui concerne les reles joues par les boules
blanches et les boules noires.

Partie D
14. a) Soient P,Q € R[z] et o, 5 € R. Alors :
pij(aP + Q) = j(aP + pQ)(x + 1) —i(aP + pQ)(v)
=jaP(x+ 1)+ jpQ(x + 1) —iaP(x) — ifQ(x)
=a(jP(x+1)—iP(x)) + 8 (jQ(x +1) —iQ(x))
= ap; j(P) + Bpi;(Q)

Donc [p; ; est une application lineaire.|

b) Si P est nul alors ¢; ;(P) est nul aussi.

Supposons P non nul, de la forme P(x) = i aprk avec oy, # 0. Alors P(z + 1) =
k=0

n
> ag(x + 1) aura le méme terme dominant que o, (z + 1)" (car les autres termes
k=0

sont tous de degrés inférieurs stricts a n), € savoir a,x".

Par somme, le terme dominant de ¢; ;(P) = jP(x + 1) — iP(z) est donc (j — i)a,,x"
avec (j —i)a, # 0.

Donc [P et ¢, ;(P) ont le méme degré|

c) D’apres la question précédente, si P n’est pas nul, alors ¢; ;(P) ne l'est pas non plus.
Ainsi Ker(yp; ;) ne contient que le polynéme nul, et [p;; est injective.]
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16.

d) Soit P € R[z]. Si P est le polyneéme nul, on peut prendre @ = Ogjy).

Supposons deg(P) =n > 0. D’apres la question 14.(b), le sous-espace R,,[z] de R[z]
est stable par ¢; ;. ;; vy induit un endomorphisme ¢ ;, injectif puisque ¢;; I'est.
Puisque R,,[z] est de dimension finie, ¢; ; est également surjective. Par conséquent,
le polyneme P € R,[z] admet un antecedent par ¢;; @ il existe @ € R, [z] tel que
P =¢i;(Q) = ¢i;(Q)

On a ainsi montre que :

VP eR[), 3QER], Q) =P

a) Par définition, Ps1(z) = ¢31((3 + 2 — 2)Pa_11(2)) = ¢y (z + 1).

Calculons :

po1(—x—2)=1x(—(x+1)—2)—2(—z—2) =2+ 1= p21(Poq(x)).

Par injectivite de ¢q, on obtient [~z — 2 = P, (z) |

Par definition, [P, est le polynéme constant egal ¢ —P51(0) = 2|
b) Par definition, Ps(z) = ¢355((3+ 2 — 3)Ps_12(2)) = ¢55(22). Or :

w32(—2x—4)=2(-2(x+1)—4) —3(—2x —4) = -4z — 12+ 62 + 12 = 2.

Par injectivite de @32, on obtient \ng(x) = 21 — 4.\

a) La propriete J4 s'écrit : « Vk e NP(X, =1) = k+1)'
est bien satisfaite puisqu’on sait que Py ; =1 et P(X; = 1) !

Py 1(k)1% ». Et cette propricte
= Gt

b) Soit ¢ > 2. On suppose J%_; vraie. Pour tout k € N :

1 = (k+2)P(Xppy =1) — ZP”(k—k 1) k1

= (k+2)! (5P (Xk = i) + 3P (X =i — 1)) — z P (k + 1)1 avec (x)

k+2

= (k4 DIP(Xp=i)+ (B +k—i)P(Xp=i—1))— z Pk + 1)1

i1
= (k+1)! <2’IP’ (Xpg=14)+(B+k— @)ﬁ '21 P_y,(k)j ) — '21 P j(k+1)7% avec
i= i=

i—1
= (k+DHP(Xp=i)+ > | B+k—i)P_1;(k) j%— P j(k+1)j"
=;,j(P;,;)(k) par def. de P; ;

Uﬂﬂk+U—%H@Mk—HAk+Dﬁ“)

<.
_H
| —-

Donc (ay,) est une suite géométrique de raison i : pour tout k € N, ay = i* .

i—1
Or Qg = (0 + 1)'P(X0 = Z) -5 .PZJ(O)L]O = PM(I) (C&I‘ i > 1 donc ]P(XO = ’L) = 0)
j=1
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Donc ay, = i* P, (), ce qui se recrit :

(k+ DIP(Xy, =14) =Y Pj(k)j* =" P(k).

car F;; est un polynome constant. Finalement :

(k+ DIP (X, =) =

i—1 7

> P(k)jE + i Py(k) = Py(k)s~.

j=1 j=1

Ce qui prouve que J7 est vraie.

c) Le 16.(a) initialise la récurrence, le 16.(b) assure I’hérédité. Par principe de recur-
rence, pour tout ¢ € N*, la propriete suivante est satisfaite :

VkeN, P(X,=i)=——> P;k)j"

1 %

a) A la question 7.(c), il est vu que, pour tout k € N, P(X}, = 2) = 2 k-2

(k+1)!

La question 15.(a) donne P ;(x) = —x — 2. D’ot, avec la question 16 :

P(X), =2)= 1 ipzj(k)jk ! (Poa(k) + Poa(k)2") = ! (—k—2+ 25+

(k+Dl= ™ (k+1)! V"~ ’ (k+1)!
Les résultats sont bien identiques.
b) Pour tout k € N* :
- 1 k k
P (X = Hr 1) 221 P ;(k BCES] (P3,1(k’) + P3a(k)2" + P3s(k)3 )

j
m'(

1

- l<;+1+( 2k—4)2k+3’f+1) :




