Lycée Louis Pergaud - Besangon
CB épreuve 1
Analyse et Probas

ECG1 — Mathématiques Vendredi 5 juin 2026

La calculatrice est interdite. Durée de I’épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer.

2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications,
qui devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laissez une marge a gauche, la premiére page
libre, et encadrez vos résultats. L’absence de respect de cette consigne entraine
une minoration de la note.

Exercice 1 - EDHEC appli

P désignant un polynéome de R[x] tel que P = Z arz®, on rappelle que, pour toute matrice
k=0
A de M3(R), P(A) = apl + a1 A+ -+ a,, A™, ou I désigne la matrice unité de M3(R).
On admet que, si P et @ sont deux polynémes de R[z] et si A est une matrice de M3(R),
alors : (PQ)(A) = P(A)Q(A).
On se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (u,) définie par
up =0, uy = 1, ug = 1 et la relation, valable pour tout n de N, w, 13 = 4up19 — Sy + 2uy,.

Un 42
Pour ce faire, on pose, pour tout n de N, X,, = (un+1> .
Up,

1. a) Ecrire la matrice A de M3(R), indépendante de n, telle que : Vn € N, X, = AX,,.

Pour tout n € N, on a :

Un 3 Ay o — dUpyr + 2uy
Xn+1 = | Upt2 | = Un 42 .
Un+1 Un+1

4 =5 2
A=11 0 O0]]|
0 1 0

b) Vérifier que A% —4A% + 54 — 21 = 0.

D’ou :

Calculons successivement les puissances de A.

4 -5 2
On a déja A = (1 0 0).

0 1 0
Calculons A? :

4 =5 2\ /4 -5 2 16—-5 —-20+2 8 11 —-18 8
A2=11 0 0 1 0 0)= 4 ) 21=(4 -5 2.
0 1 O 0 1 0 1 0 0 1 0 0




Calculons A3 :

4 -5 2\ /11 —18 8
AA=AxA’=1(1 0 0 4 -5 2
0 1 0 1 0 0

44 —-20+2 —72425 32-10 26 —47 22
= 11 —18 8 =11 —-18 8 |.
4 ) 2 4 =5 2

Vérifions maintenant que A% — 442 4+54 -2/ =0 :

A3 —4A% +5A 21

26 —47 22 11 —-18 8 4 =5 2 1 00
:<11 —18 8)—4(4 -5 2)+5<1 0 0)—2(0 1 O)
4 =5 2 1 0 0 0 1 0 0 01

26—-44+20—-2 —47+72-25 22-32+10
:< 11-16+5 —184+20 -2 8—8 )
4 -4 —5+5 2+0-2

0 00
=10 0 0].
000

Done | A® —4A4% + 54 — 2T = 0]

2. On considére le polynome P de R[z] défini par P(x) = 2° — 4% + 52 — 2.
a) Justifier 'existence et 'unicité d’un couple (@, R,) de R[z] x Ry[z], tel que :

Soit n € N. On considére la division euclidienne de X™ par P dans R[z].

Le polynéme P est non nul (son coefficient dominant vaut 1), donc d’aprés
le théoréme de la division euclidienne, il existe un unique couple (@, R,) €
Rlz] x R[z] tel que :

X"=PQ,+ R, et deg(R,) <deg(P).

Or deg(P) = 3, donc deg(R,,) < 3, ce qui signifie que | R,, € Ry[z]|.

L’existence et I'unicité du couple (@, R,) € R[z] x Ra[z] sont donc garanties
par le théoreme de la division euclidienne.

b) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe des réels a,, b, et ¢, que l'on
calculera tels que :

Ro(X) = ay +by(x — 1)+ cp(x — 1)%

Soit n € N. D’aprés la question précédente, on a X" = PQ, + R, avec R,, €
RQ [IE]

Comme 1, 2 — 1 et (z — 1)? sont de degrés distincts, ils forment une famille
libre de Ry[z] donc une base car dim(Ry[z]) = 3. On a donc 'existance d’un
unique triplet de réels (a,, b,, ¢,) tel que :

Roy(X) = ap +by(x — 1) + e, (x — 1)2.




3.

De plus, P(1) = 1—-4+5—2 = 0, donc 1 est racine de P. On a méme
P'(z) = 32> —8x +5, donc P'(1) =3 —8+45 = 0. Ainsi, 1 est racine double de
P.

De méme, P(2) =8 — 16 + 10 — 2 = 0, donc 2 est racine de P.

On peut donc écrire : | P(x) = (v — 1)*(z — 2).
Puisque X" = PQ, + R,, on a :

VeeR, z2"=Px)Q,(z)+ R,(x).

avec R, () = ap + bp(z — 1) + c,(x — 1)2
Equation 1 : En évaluant X" = PQ, + R, en z =1 :

1=P1)Q,(1)+ Ry(1) =0+ ay,.

Donc a,, = 1.

Equation 2 : En dérivant X" = PQ,,+ R, on obtient nX"! = P'Q,+PQ, +
R).

En évaluant en x = 1 (sachant que P(1) = P'(1) =0) :

n=0+0+ R, (1).

Or R,(x) = by + 2ca (2 — 1), donc R},(1) = b,
D’ou b, = n.
Equation 3 : En évaluant X" = PQ, + R, en x = 2 :

Or Rpy(2) =an, +b,2-1)+c,2-1)2=a,+b,+c,=1+n+c,.

Donc :
M=1+n+c¢, < c¢,=2"—-—n-—1.

Ainsi:‘an:1‘,‘bn:n‘et‘cn:2”—n—1‘.

Ainsi : |[R,(z) =1+ n(z — 1)+ (2" —n—1)(x — 1)?|

a) Utiliser la question précédente pour écrire, pour tout n de N, A™ comme combinaison
lindaire de I, A — I et (A —1I)%

Soit n € N. D’aprés la question 1.b), on a A% — 4A4% + 54 — 2] = 0, ce qui
s’écrit :
P(A)=0 ou P(z)=a"—42>+52 — 2.

D’aprés la question 2.a), on a X" = PQ,+ R,,, donc en appliquant cette relation
a la matrice A :

A" = PAYQu(A) + Ru(A4) = 0+ Qu(A) + Ra(A) = Ru(A).
D’aprés la question 2.b), on a :

Ry(z)=1+n(x—1)+(2"—n—1)(z — 1)



Donec :

A" =Ry(A)=1-T+n(A—T)+ (2" —n—1)(A—I)
= T+n(A—1)+ (2" —n—1)(A—1)

b) Pour tout n de N donner la troisiéme ligne de la matrice A".

Calculons d’abord A — I et (A — I)*.

On a:
4 =5 2 1 00 3 -5 2
A—-TI=(1 0 O0)]—(0 1 0]=1(1 -1 0O |.
0O 1 O 0 01 0o 1 -1

Calculons (A4 —1)? :

3 =5 2\ /3 -5 2 4 -8 4
(A—I)2:<1 —1 o><1 —1 0):(2 —4 2).
0 1 -1/\0 1 -1 1 -2 1

D’aprés la question précédente :
At =T+4+n(A-1)+(2"—n-1)(A-1)>
La troisiéme ligne de [ est (0,0,1). La troisiéme ligne de A — I est (0,1, —1).
La troisiéme ligne de (A — I)? est (1, —2,1).
Donc la troisiéme ligne de A™ est :

(0,0,1) +n(0,1,—1) + (2" —n — 1)(1, =2, 1).

Soit :

2" —n—-1,n—-22"-n—-1),1—-—n+2"—-—n—-1)

ou encore

(2" —=n—1,3n+2-2-2" 2" —2n).

1
4. a) Montrer que : Vn € N, X,, = A" <1)
0

Montrons par récurrence sur n que : Vn € N, X,, = A" X,.

(%) 1

Initialisation. Pour n = 0, on a X, = (u1> = <1> et A°Xy =I1X, = Xo.
U 0

Donc la propriété est vraie au rang 0. ’

Hérédité. Soit n € N. On suppose que X,, = A" Xy. Montrons que X,, ;1 =

AnJrlXO.

D’aprés la question 1.a), on a X1 = AX,,.

Donc :

Xpi1 = AX, = A(A"X,) = A" X,

La propriété est donc héréditaire.

1
Conclusion. Par récurrence, on a : |Vn e N, X, = A" (1) )
0




b) En déduire, pour tout n de N, w,, en fonction de n.

Un 42 1
Pour tout n € Nyona X,, = | ups1 | et X, = A" | 1].
U, 0

1
Donc u,, est le coefficient de la troisiéme ligne de A" (1) .

0
D’aprés la  question  3.b), la  troisitme ligne de A"  est
(2" —n—1,3n+2—-2-2" 2" —2n).
Donc :

Uup=2"-n—-1)x14+Bn+2-2-2")x 1+ (2" —-2n) x0
=2"-n—-14+3n+2-2.-2"
=2"-2-2"—n+3n—-1+2
=-2"+2n+1

=|2n+1-—2".

Donc:‘VnEN, un:2n+1—2n.‘




Exercice 2 - EMLYON 2013

Dans tout le probléme, n est un entier tel que n > 2.

On note M,,(R) 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n et M,, 1(R) 'ensemble des
matrices réelles a une colonne et n lignes, nommeées « matrices colonnes » dans la suite du
probléme.

Si A € M, (R), alors ‘A désigne la matrice transposée de A.

Si V€ M, 1(R), alors 'V désigne la matrice transposée de V.

Si A€ M,(R) et si(i,5) € [1;n]? alors le coefficient de la ligne numéro i et de la colonne
numéro j de A est noté a; ;, la matrice A est notée A = (a;;)1<i j<n-

U1
SiV=1:]eM,i(R),alors la matrice colonne V est notée V = (v;)1<i<n.
Un

Si A= (a;;)1<ij<n € Mn(R), alors pour tout j € [1;n], on note C;(A) la matrice colonne de

M., 1(R) constituée des coefficients de la colonne numéro j de A. Ainsi : Cj(A) = (aij)1<i<n-

Partie | : Un exemple

1 1
. 2 —1 ¢
Soient Uy = 3| Vo = 9 et Ay = Uy V.
4 -1
1. Vérifier que 0 est valeur propre de Ay et déterminer une base du sous-espace propre
ASSOCIA.

Calculons d’abord Ay = U,V -

1 1 -1 2 -1
2 2 =2 4 =2
Ay = 3 (1 -1 2 —-1)= 3 .3 6 -3
4 4 -4 8 —4

On observe que toutes les colonnes de Ag sont proportionnelles & la premiére co-
lonne Uy. Donc rg(Ag) = 1, et par le théoréme du rang appliqué a I’endomorphisme
canoniquement associé a Ay dans R* :

dim(Ker(Ap)) =4 —rg(Ag) =4 —1=3.

Donc |0 est valeur propre de AO‘ et le sous-espace propre associé est de dimension
3.

Pour déterminer une base de Ker(Ay), résolvons AgX =0 ou X =

e 8

Cela revient a résoudre :

r—y+2z2—1t=0

20 —2y+42—-2t=0
3r —3y+62—3t=0
dor —4y+8z—4t =0

Les quatre équations sont proportionnelles, donc le systéme se réduit a :

rT—y+2z2—t=0 & x=y—-2z+1.



Les variables y, z et ¢ sont libres. En prenant successivement (y,z,t) = (1,0,0),
(0,1,0) et (0,0,1), on obtient trois vecteurs libres de Ker(Ap) :

-2
Ker (Ap) = Vect

1 1
1 0
0f” {0
0 1

o= O

a) Calculer AyUj.

Calculons AgUy = (Up"'V)U.
Par associativité du produit matriciel :

AUy = Up("VolUp).

Or "VyUy est le produit d’une matrice ligne par une matrice colonne, c’est-a-dire
un scalaire :

TVlUp=(1 -1 2 -1) =1-24+6-4=1.

=~ W N —

Donc :

A()UO:l'U():U():

=~ W N -

b) Déterminer une matrice diagonale D de My(R) et une matrice inversible P de
My (R) telles que Ag = PDP ™.

D’apres la question précédente, AqUy = Uy, donc Uy est vecteur propre de Ay
associé a la valeur propre 1.
D’aprés la question 1, on connait trois vecteurs propres associés a la valeur
propre 0 :

—2 1

0 0
, €2= 1 , €3 = 0

1

0

€1 =

OO = =

La famille (Uy, e, es,e3) est constituée de 4 vecteurs propres associés a des
valeurs propres (0 et 1). Il suffit de vérifier que cette famille est libre pour
conclure que Ay est diagonalisable.

Or des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes forment une
famille libre. Donc (Up, €1, €2, e3) est une base de R* constituée de vecteurs
propres.

Ainsi, Ag est diagonalisable et on peut prendre :

1 1 -2 1 100 0
91 0 0 000 0
P=1s0 1 o] ¢ P={000 0
40 0 1 0000




Partie Il : Trace d’'une matrice carrée

Pour toute matrice carrée A = (a; j)1<ij<n € Mn(R), on appelle trace de A et on note Tr(A)

la somme des coefficients diagonaux de A, c’est a dire Tr(A) = Z Q-
i=1

3. Montrer que I'application Tr : M, (R) — R, A — Tr(A), est linéaire.

Soient A = (a; j)1<ij<n €6 B = (b;;)1<i j<n deux matrices de M, (R), et soit A € R.
On a :

Tr(A+B):zn:a”+b” Za”—I—Zb”—Tr ) + Tr(B).
i=1

Et :

= i )\aiyi =A i Qi3 = )\TI'(A)
i=1 i=1

Donc ‘Tr est une application linéaire ‘

4. Montrer : ¥(A, B) € M,(R)?, Tr(AB) = Tr(BA).

Soient A = (ai,j)léi,jin et B = (bi,j)lii,jén deux matrices de Mn(R>
Le coefficient diagonal d’indice ¢ de AB est :

n

(AB)z‘,z‘ = Z az’,kbk,zn

k=1

Donc :
n n

TI"(AB) = Z(AB)M = zn:a%kblm‘

=1 i=1 k=1

De méme, le coefficient diagonal d’indice k de BA est :

(BA)k,k = Z bk,iai,k-

i=1

Donc :
TI'(BA) = Z BA kk = ZZbkzazk = ZZai,kbk,i.
k=1 k=1 i=1 k=1 i=1

En échangeant les indices i et k dans la double somme(ce qu’on peut faire car la
somme est finie, on verra I’an prochain comment faire quand c’est infini), on obtient :

n

Tr(BA) =) Z a; ybr; = Tr(AB)

i=1 k=1

Donc | Tr(AB) = Tr(BA) |.




n n

5. Vérifier : VA = (a;;)1<ijen € Ma(R), Tr(*AA) =) "> " a?

VA
i=1 j=1
Soit A = (CL@j)lgi,jgn € Mn(R)
La matrice A a pour coefficients : (*A);; = a;;.
Le coefficient diagonal d’indice ¢ de *AA est :
(AA) = (A)j(A)i =D ajia; = > al,.
j=1 j=1 j=1
Donc :
Tr("AA) =Y ((AA),; =) ) a2l
i=1 i=1 j=1

Partie Ill : Une caractérisation des matrices de rang 1

6. Soient U = (u;)1<i<n €t V' = (v;)1<i<n deux matrices colonnes non nulles de M,, 1 (R).

a) Justifier : U'V € M,,(R). Déterminer les coefficients de U'V & I'aide des coefficients
de U et de V.

La matrice U est de taille n x 1 et la matrice 'V est de taille 1 x n.
Donc le produit U'V est de taille n x n, d’ott |[U'V € M, (R).

Le coefficient de la ligne i et de la colonne j de U'V est :
(UtV)Z'J =U; V5 =

b) Exprimer Tr(U'V) a I'aide des coefficients de U et de V.

D’aprés la question précédente, (U'V);; = u,v;.
Donc :

n

T (U'V) => (U'V);; = Zn: w;v; |
=1

i=1

c¢) Quel est le rang de U'V ?

Toutes les colonnes de U'V sont de la forme :

U105 Uq
U2V ; U9
) 2 . —_
C](U V) = . = Uy . —'UjU.
UnVj Unp

Donc toutes les colonnes de UV sont proportionnelles & U.
Comme U # 0, au moins une des colonnes est non nulle (par exemple, si u # 0

et vy # 0, alors Cp(U'V) = v,U # 0).




| Donc rg(U'V) =1/

7. Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.

a) Montrer quil existe jo € [1;n] tel que, pour tout j € [1;n], il existe a; € R
vérifiant : C;(A) = a;Cj,(A).

Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.

Le rang de A étant 1, I'espace vectoriel engendré par les colonnes de A est de
dimension 1.

Donc il existe une colonne non nulle de A, disons C},(A) avec jo € [1;n], qui
engendre 1’espace des colonnes.

Ainsi, pour tout j € [1;n], la colonne C}(A) appartient a Vect(C,(A)).
Donc |do; € R, Cj(A) = o;Cj,(A) |

b) En déduire qu'il existe deux matrices colonnes non nulles U et V' de M,, ;1 (R) telles
que A=U'V.

D’aprés la question précédente, il existe jo € [1;n] tel que pour tout j € [1;n],
Ci(A) = a;Cjy (A).

03]

25
Posons U = Cj,(A) et V =

an
Alors U # 0 (car C},(A) est non nulle par construction), et V' # 0 (car o, = 1
puisque Cj, (A) = ;,Cj, (A)).
De plus, pour tout j € [1;n] :

Ci(U'V) = v;U = a;Cj,(A) = Cj(A).

Donc toutes les colonnes de U'V coincident avec celles de A, d’out .

8. Enoncer une caractérisation des matrices de M,,(R) de rang 1.

D’apreés les questions 6.¢) et 7, on obtient :

Une matrice A € M,,(R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices colonnes

non nulles U et V de M,,1(R) telles que A = U"V.

Partie IV : Une application en probabilités

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé
(L AP).

On suppose de plus : X (2) =Y () = [1;n].

On note, pour tout (i, ;) € [1;n]* mi; = P((X =4) N (Y = j)), puis

M = (mij;)ij € Ma(R), Ux = (P(X =1))icicn € Mu1(R) et Uy = (P(Y =1))1<icn € M1 (R).

9. On suppose, dans cette question, que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Calculer Ux'Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.



Pour tout (i, 5) € [1;n]?, le coefficient de la ligne i et de la colonne j de Ux‘Uy est :
(Ux'Uy)i; =P(X =1i) - P(Y = ).
Or X et Y sont indépendantes, donc :
P(X=i)n (Y =j)) =P(X =1)-P(Y =).

D’ou :

Donc | M = Ux'Uy |.

Or Uy et Uy sont deux matrices colonnes non nulles (car X (Q2) = Y(Q) = [1;n],
donc toutes les probabilités sont strictement positives).

D’aprés la question 6.c), on en déduit que |rg(M) = 1|.

10. On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1.
a) Montrer : Cy(M) + --- + C,,(M) = Ux.

Pour tout 7 € [1;n], le coefficient de la ligne i de Cy (M) + -+ + C,,(M) est :

S mig =Y PUX =) N (Y = ).

D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événe-
ments (Y = j) pour j € [1;n], on a:

S P(X = )N (Y =) = P(X =)

Or le coefficient de la ligne ¢ de Ux est P(X =i).
Donc |Ci(M) +---+ Cp(M) = Ux |

b) En déduire que, pour tout j € [1;n], il existe §; € R tel que C;(M) = p,;Ux.

D’apres ’hypothése, M est de rang 1. D’apres la question 7, il existe deux
matrices colonnes non nulles U et V telles que M = U'V.

D’apreés la question précédente, on a :
Ci(M)+---+C,(M) = Ux.

Or C;(M) = v;U pour tout j € [1;n], donc :

inU = Ux.
j=1




Soit :
(Z Uj) U= Ux.
j=1

Donc U et Ux sont proportionnels. Comme U # 0 et Ux # 0, il existe A € R*
tel que Ux = \U.
Ainsi, pour tout j € [1;n] :

Yj

C](M) = ’UjU = XUX

En posant 3; = %, on obtient : |C;(M) = B,;Ux |

¢) Montrer : Vj € [1;n], P(Y =j) = f;.

Pour tout j € [1;n], on a :

mi g((§ = %) N (3; = 7))
C,(M) = m:2,j _ | PUx = )'ﬂ( 7))
M P((X =n)N (Y =)

En sommant les coefficients de C;(M), on obtient :
Y miy=Y P(X=0)n(Y =j)=PY =)
i=1 i=1

(formule des probabilités totales).
D’autre part, d’aprés la question précédente, C;(M) = ;Ux, donc :

Y omiy=) BPX =0)=5) P(X=i)=§ 1=
=1 i=1 i=1

Donc |P(Y = j) = 5;|.

d) En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Pour tout (i,5) € [1;n]? le coefficient de la ligne i et de la colonne j de M
est :

mi; = P((X =) N = 7))
D’aprés la question 10.b), on a C;(M) = ;Ux, donc :
m;; = BiP(X =1).
D’aprés la question 10.c), on a ; = P(Y = j), donc :
m;; =P(Y =j)-P(X =1).

Soit :




Cette égalité étant vraie pour tout (i,7) € [1;n]?, on en déduit que

‘X et Y sont indépendantes |.




Probleme - Ecricome 2012 modifié

Les deux premiéres parties sont indépendantes et la troisiéme utilise certains résultats
obtenus dans les deux premiéres parties.

La partie I est consacrée a 'étude de deux endomorphismes sur R, [z].

La partie II consiste a calculer I'espérance et la variance de Zj ainsi qu’a calculer la somme
+00

Z P(Zy, = r) sous réserve de convergence.
k=0
La partie III fournira la loi de Zj, ainsi que I’étude de la convergence de la série Z P(Z,=r).

k>0

Partie | : Etude de deux endomorphismes.

Soit n un entier naturel. On note R,,|z] I’ensemble des polynomes a ccefficients réels de degré
poly

au plus n.
Pour tout k € {0,1,...,n}, on désigne par e, le polynome de R, [z] défini par : e, = 2*.
Rappelons que Z = (eg, €1, ..., e,) est une base de R, [z].

Si P € R, [x], on définit les fonctions f(P) et g(P) par :

Vo eR\ {1}, f(P)(x)=— /fP(t)dt et f(P)(1) = P(L),

r—1

Ve eR, g(P)(z)=(zx—1)P(x)+ P(z).

1. Prouver que g est un endomorphisme de R, [x].

Soit P € R, [z]. Pour tout x € R, on a :
9(P)(z) = (z = )P'(z) + P(x).

Comme P € R,[z], on a deg(P) < n, donc deg(P") < n — 1.
D’ou deg((x — 1)P’) < n et deg(P) < n, donc deg(g(P)) < n.
Ainsi, g(P) € R,[z], ce qui prouve que ¢ : R, [z] — R, [z].
Montrons que g est linéaire. Soient P, Q) € R, [z] et A € R.
Pour tout z € R :

9(P+Q)(z) = (z = 1)(P + Q)'(z) + (P + Q)(x)
= (z = 1)(P'(x) + Q'(2)) + P(x) + Q(x)
= (z = 1)P(z) + P(z) + (z = DQ'(z) + Q(x)

—_

Et :

Donc | g est un endomorphisme de R, [z]|.

2. Soit P € R, [z]. Calculer f(g(P)) puis justifier que Ker(g) = {0}.



Soit P € R, [z]. Pour tout x € R, on a :
9(P)(z) = (z = )P'(z) + P(x).
Calculons f(g(P)) pour z # 1 :

1
r—1

f(g(P))(x) = / Cg(P)(r)dt
- /1"”[@_1)13/() P(t)]d

r—1

:xil{/j(t—lp’ dt+/P ]

Pour la premiére intégrale, effectuons une intégration par parties avec u : t —t — 1
et v :t > P(t) qui sont de classe C' sur R :

/f(t C )P dt=[(t— )P — /1 P(t)dt = (z — 1)P(z) — 0 — /1 P(t)dt.

D’ou :
f(g(P))(z) = ! {(93 —1)P(z) — /lx P(t)dt + /f P(t) dt} _ (z —1)P(x)

r—1

po| = P(x).

Pour x = 1, on a par définition :

flg(P))(1) = g(P)(1) = (1 =1)P'(1) + P(1) = P(1).

Donc | f(g(P)) = P|pour tout P € R, [z].
En particulier, si P € Ker(g), alors g(P) = 0, donc :

P =f(g(P)) = f(0)=0.

Ainsi, | Ker(g) = {0} |

3. Démontrer que ¢ est un isomorphisme, que ¢~! = f et que f est un endomorphisme de
R, [z].

D’aprés la question précédente, Ker(g) = {0}, donc g est injective.

Or g est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie R, [z] (de di-
mension n + 1).

Donc g injective = g surjective = ¢ bijective par le théoréme du rang.

Alinsi, ‘ g est un isomorphisme ‘

D’aprés la question précédente, on a f o g = Idg, (5.

Comme g est bijective, on peut appliquer ¢~ ' a droite de I’égalité précédente, ce qui
donne :
f=fogog 't =Tdg,pmog™"

Ainsi, |¢g7' = f|

Comme  f = g et que g est un  endomorphisme,




| f est un endomorphisme de R, [z]|.

4. Ecrire la matrice A de f dans la base Z = (eg, ey, . ..,¢e,) ainsi que la matrice B de g
dans cette méme base.

Pour calculer la matrice de f dans la base %, calculons f(e;) pour tout k €
{0,1,...,n}.
Pour tout z € R\ {1} :

r—1|k+1], z-1 k+1 (k+D@-1)

1 tk+1 r 1 xk+1 -1 l’k+1 -1
rz—1 { ]

1 x
flen@) = [ =
1
Or 2" —1 = (z—1)(2" + 2" ' +---+2+1) d’aprés la formule de Bernoulli, donc :

P b ] 1 < i 1 &
Jlew)(e) = kAt 1 _k+1;x —m;‘%(‘”)-

k11

k
1
Pourle,onaf(ek)(l):ek(l)zl—k+1 —k+1j201:k—+1(k:+1).

Donc :

1
k T 1
E+1
Ainsi, dans la base 4, la colonne k de A (pour k € [[0,n]) est : 1 (les k+1
E+1
0
0
premiers coefficients valent T les autres sont nuls).
Donc :
] 1 1 1
2 3 1
, 1 "
2 3 n T 1
A= !
00 -
3 n+1
1
0 0 0
n+1

Pour la matrice B de g, calculons g(ex) pour tout k € [0, n].



Pour tout z € R :

glex)(x) = (x — Dkel(z) + er(z)
= (z — 1)ka® 1 4 2"
= k" (x — 1) + 2"
= kab — ka* 4 oF
= (k+ Dak — ka* 1,
Donc :
gler) = (k+ 1)ex, — kex—1 (en convenant que e_; = 0).

Ainsi, la colonne k de B dans la base % est :

0
0
k;_+k1 (coefficient — k en ligne k — 1 si k > 1, coefficient k£ 4 1 en ligne k).
0
0
Donc :
1 -1 0 0 0
0 2 =2 0 0
o 0 3 -3 0
b= . : . . :
00 0 -+ n -n
0 0 0 0 n+1

5. Pour tout k£ € {0,1,...,n} on désigne par u; le polynome de R,[z] défini par :
up = (v — 1)".

Prouver que ¢ = (ug, u1, ..., u,) est une base de R,[z].

La famille € = (ug, uq, ..., u,) est constituée de n + 1 polyndomes de R, [x], qui est
un espace vectoriel de dimension n + 1.

Les polynomes u; = (z — 1)* ont des degrés échelonnés : deg(u;) = k pour tout
ke{0,1,...,n}.

Donc % est libre, et par conséquent | 4" est une base de R, [z] |

6. Calculer f(u,) pour r € {0,1,...,n}. En déduire la matrice A" de f dans la base
€ = (ug,uq,...,uy,), ainsi que la matrice B’ de g dans cette méme base.

Soit r € {0,1,...,n}. Pour tout x € R\ {1} :

Flur) (@) = — /j(t—l)rdt: ! [(t—l)”lr: L @=1)*-0_ (-1

r—1 r—1 r+1 1 r—1 r+1 r+1

Pour z =1, on a f(u,)(1) = u,(1) =0.



Donc :

1
= U
r+1

f(u)

r |

Ainsi, dans la base €, la matrice A’ de f est diagonale :

1 0 0 0
010 0
2

1
A’:Oog' 0
1

0 0 O
n+1

Comme g = f~!, la matrice B’ de g dans la base € est 'inverse de A’, donc :

100 0
0 2 0 0
g—1003 0
00 0 n+1

7. Justifier que : Vs € {0,1,...,n}, es= Z <8> U,
r

et que: Vre{0,1,...,n}, u, = Z(—l)’"’j (T) e;.

=0
Pour tout s € {0,1,...,n}, on a:
es(x) =2 = (1+ (z —1))°.

Par la formule du bindme de Newton :

1+ (z—1)° = Z (j) 15" (2 — 1) so (j) (x—1) = SO (j) ().

r=0 r= r=
L (s
Donc |e, = < >ur .
r
r=0
De méme, pour tout r € {0,1,...,n},on a:

up(r) = (z = 1)" = ((x) + (=1))".

Par la formule du bindme de Newton :

@+ 0y =3 () = (e = e (et




Donc |u, = i(-gr—j <T> e

=0 J

8. Déterminer la matrice de passage P de £ a €, puis la matrice de passage () de € a A.

La matrice de passage P de A a € est la matrice dont la colonne r contient les
coordonnées de u, dans la base %.

D’aprés la question précédente, on a :
r r
Uy = (-UM(') ¢

Donc la colonne r de P (pour r € {0,1,...,n}) est :

0
0
Donc :
1 -1 1 -1 (—1)"
0o 1 -2 3 (—=1)"'n
p—lo o 1 -3 (—1)"-2(72’)
00 0 0 |

La matrice de passage () de € a A est la matrice dont la colonne s contient les
coordonnées de e, dans la base €.

D’aprés la question précédente, on a :

S
s
€s Uy
T
0




Donc la colonne s de @ (pour s € {0,1,...,n}) est :

_ »n O ®»

0
0
Donc :
0 1 2 3 4 n
0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 n
0
1 1 1 1 1
2 3 4 n
0 0 2 2 2 2
e=lo o o (% (¢ K
3 3 3
4 n
0 0 0 0
4 4
0 0 0 0 0 - (n)
n
0
9. Déterminer (A’)", puis calculer A 0 pour tout k£ € N. En déduire que :
1

VEEN, fHe) =) (Z(—U” (ﬁl(gk) e.

Jj=0

11 1
D’aprés la question 6, A’ est diagonale avec les valeurs diagonales 1, 23 nE T
n
Donc :
1 0 0 0
1
0 oF 0o - 0
1
(A’)k: 0 0 3" 0
1
0 0 O
(n+ 1)k

Montrons par récurrence sur k € N que A¥ = Q(A)"P.
Initialisation : Pour k =0, on a A° = I,,,; et (A)" = I,,..




Donc Q(A°P = QI,..P = QP = I,., car d’aprés la question 8, P et @ sont
inverses I'une de 'autre.

Donc A% = Q(A")°P.

Hérédité : Soit k& € N. Supposons que A* = Q(A")*P.

Montrons que A" = Q(A")*P.

On a :

AR — 4. AR
— A-Q(A)*P (par hypothése de récurrence)
= QA'P-Q(A)P (car A= QA'P)
= QA(PQ)(A)'P
= QAL (AP (car PQ = Ip11)
= QA (AP
— QAP

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : Par récurrence, pour tout k € N, | A¥ = Q(A)*P|.

0
Calculons A* O , qui représente les coordonnées de f*(e,) dans la base 4.
1
0 0
Le vecteur | © | est la derniére colonne de lidentité done P | © | est la derniére
1 1

colonne de P, qui est :

<—1>0(Z)
Donc : ( 1)n(n)
. (-)™-1 1k10n
N[ i (e
(AP 0 = 1 = 2"3
Yo\t V")
(n+ 1)k

)

Donc le coefficient de la ligne r est
(r+1)*



Maintenant, calculons Q[(A")*P 0 ].

1
Le coefficient de la ligne j de ce vecteur est :

- =D ()
;QM ECES I

r
Or la ligne j de () commence par j zéros, puis contient les coefficients () pour

J
r> 7.
Donc :
0
L 1y (™)
ligne j de 4" | £ [y =S (7). ETL)
(1gnej de 0 ) ; (]) (T+1)k
1

On constate ici une légére erreur d’énoncé : I'énoncé dit (—1)"7, alors que nous
avons (—1)""". Je ne vois pas comment obtenir la version demandée.

" (= e GO
frlen) =) (Z(—l) m) €

j=0 \r=j

Donc :

Partie Il : Etude d’une suite de variables aléatoires.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1. On dispose de n+ 1 urnes notées Uy, Uy, ..., U,
et on suppose que pour tout i € {0,...,n}, 'urne U; contient i+ 1 boules numérotées 0, 1,. . . , .

On s’intéresse au jeu suivant :

— Au premier tirage, on pioche une boule dans I'urne U,,. Si la boule porte le numéro r
alors on repose la boule dans I'urne U, puis le tirage suivant s’effectue dans I'urne U,.

— Plus généralement, pour tout entier naturel £ non nul, si la boule numéro s a été piochée
au k-ieme tirage dans une certaine urne, on repose cette boule dans la méme urne puis
on effectue le (k + 1)-iéme tirage dans l'urne Us.

Pour tout entier naturel %k, on note :

— Z) la variable aléatoire égale au numéro de la boule piochée au k-iéme tirage.
On convient que Zy = n.

— Fy le polynéme de R, [z]| défini par : Vo € R, Fy(x) = Z P(Z, =r)x".
r=0

— E(Z) V'espérance de la variable aléatoire Zj.

10. Pour tout k € N, déterminer Z;(€2).
Que dire de la loi de Z; 7 En déduire I'expression de Fj.

On a déja vu que Zy = n par convention, donc Zy(2) = {n}.
Montrons par récurrence sur k € N* que Z;(2) = [0; n].

Initialisation : Pour k = 1, le premier tirage s’effectue dans I'urne U,, qui contient
n + 1 boules numérotées de 0 a n.



Donc Z;(€2) = [0;n].

Héréditeé : Soit k € N*. Supposons que Z;(€2) = [0;n].

Montrons que Zj11(£2) = [0;n] par double inclusion.

Inclusion C : Puisque le tirage k + 1 s’effectue dans une urne U; pour un certain
i € [0;n], alors Zx,1 ne peut prendre que des valeurs dans [0; ], qui est lui-méme
inclus dans [0;n].

Inclusion D : Soit r € [0;n].

Par hypothése de récurrence, n € Z,(2) (car Z,(Q2) = [0;n]).

Il existe donc un événement w € 2 tel que Z(w) = n, et dans ce cas, au (k+ 1)-iéme
tirage, on tire dans l'urne U,, qui contient toutes les boules numérotées de 0 a n.

En particulier, il est possible d’obtenir Z;,; = 7.
Donc r € Z11(Q2), d’ou [0;n] C Zki1(92).
Conclusion : Par double inclusion, Z;1(€2) = [0;n].

Par récurrence, pour tout k € N*|| Z,(Q) = [[0; n]. | Pour Z;, on tire au premier tirage

dans 'urne U,, qui contient n + 1 boules numérotées de 0 a n, toutes équiprobables.
Donc | Z; < U([0;n]) | (loi uniforme sur [0;n]).
Ainsi, pour tout r € [0;n] :

1
P<Z1:T):n+1
Donc :
& o= T 1 <« ., 1 a1
F1(x):ZP(ler)x = n+1:n+1 x =1 71
r=0 r=0 r=0

pour z # 1, et Fi(1) = 1.
11. A T’aide de la formule des probabilités totales, prouver que :

VkeN, vre{01,...,n} P(ZHI:T):ZM.

Soit k € N et r € [0;n].
Les événements (Zy = i) pour i € [0;n] forment un systéme complet d’événements.
Donc par la formule des probabilités totales :

P(Zj1=71) = ZPZk i Zr =7) - P(Z = 19).

Calculons Pz, —)(Zy41 = 1).
Sachant que Z; = i, le tirage k + 1 s’effectue dans I'urne U; qui contient i + 1 boules
numeérotées de 0 a 1.
Donc :

— Sir < 4, alors la boule numéro 7 est présente dans U;, et Pz, —(Zp11 =7) =

1
i+ 1
— Sir >4, alors la boule numéro r n’est pas présente dans U;, et Pz, —i(Zp+1 =

r) = 0.




Donc :

D’ou :

12. Etablir les formules suivantes valables pour tous entiers k € N et » € {0, 1,..

. . " P(Z, =i
1=0 i=r
" P(Z, =1
P(Zii=1) = %

(R1):  (n+1)P(Zyy =n) = P(Z, =n)

(R2)

Donc :

D’ou :

Soit k € N.
Pour (R,) :

D’aprés la question précédente, avec r = n :

"“P(Z,=1) P(Zy=n)
P Z pu— pu pum .
(Zirr =) ; it nt 1
Dou:|(n+ 1)P(Zyy1 =n)=P(Zy =n) |
Pour (R») :
Soit r € [0;n — 1].
D’apreés la question précédente :
“\P(Zy =i
Pz =) = S
"\ P(Z, =)

P(Zpp=r+1)= Y

i=r+1 v+ 1

(r+ DP(Ziss = 1) — (r + DP(Zyyn =7+ 1)
Y PEED gy P&

—~ i+l = il
P(Zr=7) <= P(Zy=1i) <K P(Z,=1)

AR D e e ED Dl
T+ 1 1=r+1 U 1 i=r+1
P(Zk:T)

— 1). =~>—=2% "~/

(r+1)-— "

1+ 1

(T + 1)P(Zk+1 = 7’) - (7’ + 1)P(Zk+1 =r—+ 1) = P(Zk = 7‘) .

on—1}:

(r+0)P(Zga=7)—(r+1)P(Zypy=r+1)=P(Z, =r).



13. On admet dans cette question que la série ZP(Zk =r) converge pour tout r €
k>0
—+00
{1,...,n} et on pose S, = ZP(Zk =r).
k=0
En sommant les relations (R) sur tous les entiers k& € N, donner la valeur de S,,.
En sommant les relations (Rz) sur tous les entiers k£ € N, donner la valeur de S,,_; et
montrer que la suite (7S, )1<,<n—1 €st constante.

En sommant la relation (Rq) sur tous les entiers k € N :

—+00
> (n+1)P(Zkp1 = n) ZP (Z, =n)
k=0
Soit :
+00 “+oo
(n+1)Y P(Zy=n)=Y P(Z =n).
k=1 k=0
D’ou :

(n+1)(S, — P(Zo = n)) = Sh.

Or Zy = n par convention, donc P(Zy =n) = 1.
Ainsi :

n+1

n+1)S,—(n+1)=S, = nS,=n+1 = |S,= .

En sommant la relation (Rs) sur tous les entiers k € N, pour r € [0;n — 1] :

g[(’f’ +DP(Zyr =71) = (r + DP(Ze =1+ 1) = > P(Zy=1).
Soit :

(r+1)§P(Zk =7) - (r+1)§P(Zk =r+1) ::Z:p(zk = 7).
Dot :

(r+1)(S, —P(Zo=r))—(r+1)(S;1 —P(Zy=r+1)) =5,

Or P(Zy=r)=1sir=net0 sinon.
Pour r € [O;n —1],ona P(Zy=r)=0et P(Zy=7r+1) =0 (sauf si r + 1 = n).
Pourr=n—-1:

(n)(Sp—1—0) —n(S, —1)=5,_1.
(n)Sp—1 —nS, +n= 5,1
n+1
n

(n—1)S,.1=nS,—n=n- —n=n+1—-n=1.

Donc : | S,,_1 =




Pour r € [1;n —2] :
(r+1)S.—(r+1)Smu=5 = rS.=(+1)S.

Donc pour tout r € [1;n — 2], on a rS, = (r + 1)S,41.
Cela signifie que la suite (rS,)1<,<n—1 €st constante, avec :

rS,=(n—1)S,-1 =1 pour tout r € [1;n —1]|

14. Soit £ € N. Démontrer la relation :

(S): VzeR, (x—1)F () + Fr(z) = Fi(x).

Soit k€ Net z € R.

On a: . .
Fi(z) = ZP(Zk =r)z" et Frpu(z) ZP(ZkH =r)x
r=0 r=0
Donc : .
Fiy(2) =) P(Zry =7) Zr P(Zjy1 = )2’ L.
r=1
D’ou :

(z = 1) F () + Frpa(2)

= ZT . P(Zk+1 = T')Zl')r — ZT . P(Zk—l—l = T)l’r_l + ZP(Zk+1 = T)ZET
r=1 r=1 r=0
= [rP(Zies = 1) + P(Zia = 1)la” + P(Zpaa = 0)2° = 3 v P(Zpa = 1)a"™!
r=1 r=1
= (r+ 1)P(Zpp1 =1)a" + P(Zpy1 = 0) = Y 1+ P(Zpyy =1)2" "
r=1 r=1
n n—1
= Z(r + 1)P(Zyy1 =1)a" — Z(s +1)P(Zyy1 =s+1)x® (s =r—1 et terme rentré)
r=0 s=0
n n—1
= (r+ DP(Zppy =r)a” = _(r+ DP(Zpps =1+ 1)a”
r=0 r=0
n—1
=Y (r+D[P(Zis1 =7) = P(Zepy =7+ D]a" + (n+ 1)P(Zps1 = n)a".
r=0

D’apreés la question 12, on a :
— Pourr e [0;n—1]: (r+ D)P(Zpp1=7r)—(r+ D)P(Zpp1 =r+1) =P(Z, =r).
— Pourr=n: (n+ 1)P(Zx1 =n) = P(Z, =n).

Donc :

(x = 1)Fp (2) + Frga(z ZP (Zy =r)x

= Fk( ).




15.

| Donc (z — 1)Fyq (@) + Fipa(z) = Fi(2)|.

a) Soit k € N. Etablir que F,(1) = E(Zy) et F/'(1) = E(Z(Z, — 1)).

Soit k € N. On a : .
Fu(z) =) P(Z =r)a"
r=0
Donc : . N
Fi(z) = Zr P(Z,=r)2" ' = Zr P(Zp=r)z"!
r=0 r=1
D’ou : . .
Fi(1)=> r-P(Zy=r)=)Y_r-P(Z=r)=|E(Z)
r=1 r=0
De plus :
Flx) =Y r(r=1)-P(Zy=r)2"2 =) r(r—1)-P(Z,=r)a""
r=1 r=2
D’ou :
F'1)=) r(r=1)-PZr=r)=) r(r—1)-P(Z.=r)=|E(Z.(Zx — 1)).
r=2 r=0
On a utilise le théoréme de transfert (sans probléme car les sommes sont finies).

b) En dérivant une fois puis deux fois la relation (S), donner la relation de récurrence
vérifiée par la suite (F}(1))ren ainsi que la relation de récurrence vérifiée par la suite

(£ (1)) ken-

D’apreés la relation (S), on a pour tout x € R :
(z = D) Fppa(2) + P () = ().

Dérivons cette relation une fois (les fonctions sont polynomiales, donc dérivables
autant de fois que l'on veut) :

Fi(@) + (x = DF (2) + Fry () = Fi(x).

Soit :
2F; 1 (2) + (z = 1) E/, (z) = Fj(x).

En évaluant en x =1 :

2Fp, (1) = Fi(1) |

Dérivons la relation 2F, (z) + (z — 1)F}, () = Fj(x) une deuxiéme fois :
2F 0 (2) + Fiyy () + (¢ = D) F (2) = F ().

Soit :

3F () + (v = DFL (2) = F(2).



En évaluant en z =1 :

3F¢ (1) = F/(1)|

¢) Donner la valeur de F}(1) et de F}/(1) en fonction de & et n.
Expliciter alors la variance V(Zy) de Zj en fonction de k et n.

D’aprés la question précédente, on a 2F; (1) = F/(1), donc :

_ KO
Par récurrence, on obtient :
(1)
F(1) = =2

Or Fy(x) = 2" (car Zy = n avec probabilité 1), donc Fj(x) = na™ ! et Fj(1) =
n.
Ainsi :

n

De méme, 3F, (1) = F}'(1), donc :
k+1 k

Fa() = 0
Par récurrence : .
rw = 8
Or Fy(z) = 2", donc Fy(x) = n(n — )" 2 et FJ(1) =n(n —1).
Ainsi :
FI(1) = % |

D’aprés la question 15.a), on a :

E(Z) = F(1) = o et E(Zu(Zx 1)) = F(1) =

n
2k
Or :

nn—1) n
B

On a utilsié la linéarité de I'espérance et le fait que Z7 = Zy(Z — 1) + Zj.
Donc :

E(Z;) =E(Zy(Z, — 1)) + E(Z) =

V(Z) =E(Z;) - [E ( w)]” (Koenig-Huygens)

:n(n—l < )

n(n - 1)

T3k T ﬁ VT

nn—1) n n?
3k 9k 92k




Partie Ill : Loi de chacune de ces variables aléatoires.

On reprend toutes les notations des parties I et II et on pourra admettre tous les résultats
établis dans ces deux parties.
Rappelons également qu’a la question I1.4 la relation (S) est démontrée ce qui revient a
écrire :
Vk €N, g(Fyy1) = F), soit encore  f(Fg) = Fji1.

16. Montrer que : Vk € N, ZP(Zk =j)e; = Fi. = f"(e,).

j=0

Soit k € N.
Par définition, on a :

Donc le polynéme F}, s’écrit :

n

Fy =Y P(Z = j)e;.

=0
D’apreés la relation (S) de la question 14, on a pour tout k € N :
(# = 1) Fyp (@) + Fisa () = Fi(2).

Cela signifie que g(Fy11) = Fy, ou g est 'endomorphisme de la Partie 1.
Or d’aprés la Partie I, g = !, donc Fj1 = f(Fy).
Par récurrence sur k :
— Pour k=0 : Fy(x) = 2" = e,(x), donc Fy = e, = f*(en).
— Pour k> 1:si Fj, = f¥(ey), alors Fiy1 = f(F) = f(fF(en)) = f* ™ (en).

Donc |Vk €N, > P(Zx=j)e; = Fy = f*(en)|
=0

17. Soient k € Net j € {0,1,...,n}. A l'aide des résultats obtenus a la partie I, établir que :

P(Zy = j) = Z(—l)”—é’i({;k-

Soit k € Net j € {0,1,...,n}.
D’aprés la question précédente, on a :

Fy = f*en) = Y P(Zk = j)e;.




D’aprés la question 9 de la Partie I, on a :
SIES - ()(E)
k _ _1\r—Ii_ 21N .
fren) = ?:O (;Zj( 1) (r+1)* €.

Par unicité de la décomposition dans la base # = (eq,e1,...,€,), on identifie les
coefficients :

18. Application.
a) Soit j € {0,1,...,n}. Déterminer un réel M;,, tel que :

M;.,,

Vk €N, |P(Z, = )| < ——2n_

puis justifier que la série Z P(Zy = j) converge lorsque j € {1,2,...,n}.
k>0

Soit 7 € {0,1,...,n} et k € N.
D’apreés la question précédente :

P(Z, =j) = Z(_l)r—j (r) (]) ‘

r=j

Donc :

Or pour tout 7 > j, ona (r+1) > (j + 1), donc (r + 1) > (j + 1)* (car la
fonction ¢ + ¢ est croissante sur R).

Donc :
1 1
< - .
(r+1)% = (G+1)
D’ou : ()()
- ") 1 “/n\ [r
P(Z, =j)| < I — .
P =< g = g (o) ()
Posons : .
n\ [r
M., = .
»=2()()
r=j
M.
Alors | |P(Z, = §)| < —22 |,
Pour j € {1,2,...,n},onaj+1>2 donc (j+ 1)* > 2~
Ainsi : M
P(Zk = j)| < =2



L. Mj,n L . L L. . 1
La série E ok est une série géométrique de raison 3 < 1, donc elle converge.
k=0
Par comparaison de séries a termes positifs, la série E |P(Z = j)| converge.

k=0

Donc|la série Z P(Zy = j) converge absolument (donc converge) pour j € {1,2,...

k>0

o

C

b) Déterminer un réel C, tel que : Vk € N, |P(Z;, =0) — 1| < 2—2
La série Z P(Z), = 0) est-elle convergente ?

k>0

Pour j =0et k€ N,on a:

b=y = Sy D6 = )

r=0

car <T> = 1 pour tout r.

0
On a:
D) D) = D7)
P(Z’“_m_l_rzo (r+1)k_1_ 1k +;(r+1)k_1
Soit : . , . e
P(ZkZO)—lzl—l—FZ((; )1<)Tk) :Z((;—zl()rk)
Donc :
n —1)r(n n n
|P(Zk = 0) — 1] 21 <<T _2 1()rk) = — (r Sf)l)k

Or pour tout r > 1, onar+ 1> 2, donc (r + 1)’f > ok,
D’ou :

Posons C,, = 2" — 1.

C, 2" —1
Alors [ |[P(Z, =0) — 1] < = 5

En particulier, P(Z; = 0) — 1 lorsque k — +o0.

Donc |la série Z P(Z) = 0) diverge grossiérement |.
k>0




