Lycée Louis Pergaud - Besangon
CB épreuve 1
Analyse et Probas

ECG1 — Mathématiques Lundi ler Juin 2026

La calculatrice est interdite. Durée de I’épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer.

2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications,
qui devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laissez une marge a gauche, la premiére page
libre, et encadrez vos résultats. L’absence de respect de cette consigne entraine
une minoration de la note.

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy et
numpy.random de Python sont importées avec les commandes respectives import
numpy as np, et import numpy.random as rd.

Exercice 1 - EDHEC 2026

Dans cet exercice, on pourra utiliser sans démonstration les formules cos(2a) = 2 cos?(a) — 1
et sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
On rappelle le développement limité a l'ordre 5 de la fonction sinus au voisinage de 0 donné

par :
3 5
. T z 5
sin(z) =2 — — 4+ — +o(x
() 0 6 * 120 +o(z”)
1. Montrer que 'on définit parfaitement deux suites (uy,)nen+ €t (Uy)nen+ €n posant u; = 0,

v1 = 2 et, pour tout entier naturel n non nul :

1+ u, U,
et Up+1 =
2 Unp+1

Up+1 =

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, u, et v, sont bien définis et u,, €

[0, 1].

Initialisation : Pour n =1, on a uy =0 € [0, 1] et v; = 2 qui sont bien définis.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons que u,, et v, sont bien définis avec u,, € [0, 1].

14+ u, {1
S

Comme u,, € [0,1], on a 1 + u, € [1,2], donc 27

/1 n . . . 1 .
Ainsi, —i—2u est bien défini et appartient a {E’ 1} C [0, 1] par croissance de la

fonction carrée sur R, .

[1+un : : :
Donc 41 = 5 est bien défini et appartient a [0, 1].

est bien défini.

1} C [0, +o0.

1 v
De plus, U, > —= > 0, donc v, = —
\/5 Un+1

Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N*

(Un)nen €t (Un)nen sont bien définies.




2. Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie v,,.

def suite_v(n):

u=0
v=2
for

k in range(2,n+1):

return v

def

Pas besoin de stocker u avant de le modifier puisqu’on veut u,,, pour calculer v, 1.
Donc :

suite_v(n):

u=0

v=2

for k in range(2,n+1):

u = np.sqrt((1+u)/2)
v = v/u
return v

3. a) Montrer qu’il existe une unique suite (a,)nen+ dont les éléments appartiennent a

[O, g] et telle que : Vn € N* u,, = cos(ay,)

Soit n € N*. D’aprés la question 1, on a u, € [0, 1].

La fonction cos : |0, T — [0, 1] est continue, strictement décroissante, donc
elle établit une bijection entre [O, g} et [cos <g> ,cos(0)] = [0, 1].

s
Ainsi, pour tout n € N*, il existe un unique «,, € [0, 5] tel que u,, = cos(ay,).

Donc | la suite (o, )nen+ existe et est unique.

b) Expliciter o, en fonction de n, pour tout n de N*.

- * ™
Montrons par récurrence que pour tout n € N*, «, = o
ST us T T
Initialisation : Pour n =1, on a u; = 0 = cos <§>7 donc oy = 5 = o1
. . . s
Hérédité : Soit n € N*. Supposons que «,, = o

On a:

1+ uy, 1 + cos(a,)
Un+1 = 9 = 9 .

Or, en utilisant la formule cos(2a) = 2cos*(a) — 1, on obtient 1 + cos(2a) =
2 cos?(a).

a
En posant 2a = o, soit a = 7”, on obtient :

1 + cos(a,) = 2 cos? (%) :



Donec :

2 cos? (%) _ ‘cos (an)‘ |

2 2

Up41 =

Oranzie]o,ﬁ],donc%— T E]O,g] C [O,g].

2n 2 2 2ntl
Ainsi, cos (%) > 0, d’olt up41 = cos <%> = COS (2211).
Donc o, 41 = s} (par unicité).
Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N*, |, = 2—7;

T
¢) En déduire que, pour tout n de N*, on a v,, = 2" sin (2—n> puis donner la valeur de

lim wv,.
n—-+o00

271

s
Hérédité : Soit n € N*. Supposons que v,, = 2" sin (2—n>
On a:
Up, 2" sin (1)

_ 2n
Un+1 = = - .
Uni1  cos (357)

Or, avec la formule sin(2a) = 2sin(a) cos(a), en posant a =

. v — 94 ™ v
Sin <2_n> = ZS1n (ﬁ) COS (F) .

on+1 ?

Donc :
B 2™ . 2sin (2;11) cos (2;11)
Unt1 = COS (2n7:_1)
= 2" sin <2:;L1

LT
Montrons par récurrence que pour tout n € N*, v,, = 2" sin <—>

Initialisation : Pour n = 1, on a v; = 2 et 2'sin (g) =2-1=2.

on obtient :

. , . m
Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N*, | v, = 2" sin <2—n

).

T
Pour la limite, posons t, = o Lorsque n — +o0, on a t, — 0.

Or sin(t,,) gt donc :
n—

T
vy ~ 2" — =,
2n

Ainsi, | lim v, = 7.
n—+oo

4. Déterminer les constantes réelles a, b et c telles que :

b c (1)
v = at—F-—Fo-

n—-4o00 4n 42n 42n



Posons = = 2171 Lorsque n — +oo, on a z — 0.
On a v, = 2" sin <1> = sin(z) -
2n x
D’aprés le développement limité donné, on a :
_ 3 b 5
sin(x) —m—g—km—i—o(m ).
Donc :
sin(z) 2 2t A
=1-—=—4+— .
x ¢ "1 o)
Alinsi :
2
n — 1—— T 4
v 7r< 6+120+0(a:))
nr?  wxt "
=TT g o)
2 2 4 4
Or z = ,doncxzz%:%etx‘l:%:%
D’ou
T T ot . 1
/U'rL =T - =« — - e o -
6 47 120 42 42n
i n o n 1
=7 — ol —=].
6-47 120420 42n
3 5
Par identification : ja =7, b= —W—, c= 1
6 120

5. Accélération de convergence par la méthode de Richardson.

4’Un—‘,-l — Un

On pose, pour tout n de N*, w,

a) Ecrire en Python une fonction suite w utilisant la fonction suite v et qui renvoie

W,

coup de questions d’info & 'TEDHEC) :
def suite_w(n):
v_n = suite_v(n)
v_n_plus_1 = suite_v(n+1)
w_n = (4xv_n_plus_1 - v_n)/3
return w_n

b) Donner la limite de (w,,)pen-

On a:

o 4Un+1 — Un

Puisqu’on peut utiliser le programme précédent, ¢’est trés simple (comme beau-



Lorsque n — 400, on a v, — 7 et v, — 7.

Donc : 4
™=
li ;
i o=
7o 1 . . .
¢) Montrer que w, T 180 < 4 +o0 12n | PUis déterminer un équivalent de
Wy — T

lorsque n est au voisinage de +o00.
Up — T

D’apres la question 4, on a :

73 o

1
U”_W_6-4"+120-42"+0<@>'

Pour v, 41, on remplace n par n + 1 :

71.3 5

s 1
Unl =T G et g gz 1O (47) '

Calculons 4v,,1 :

1

4 473 N 475 n 1

pry — (0] _—

T 447 " 120-16 .42 42
7.‘_3 5

4 SIS (-
= — 0] —_— .
T 6. an 480 - 420 A2n

4 _4 473 47® 1
Unl = AT T G e T g0 gz O

Donec :

7'('3 7T5

73 7o
4Up1 — vy =41 —

1
6-4”+480-42"_W+6-4”_120-42"+0(E>
:3W+(L—L>W—5+O(L)

480 120 ) 42 420
:3ﬂ+(i—i>ﬂ—5+o(i)
480 480 ) 42 420

_ 3 Ry n 1
T TR0 4z O\ e )

D’ou :
AVpi1 — Uy o n 1
Wy =—""—=n"————+0|—|.
3 480 - 427 42n
Pour I’équivalent, on a :

B s n o n 1 3
Un == T T T 120420 T O\ g2n

71.5

1 7o
T804 1 ° (@) nrtoo 480 - 420

Et :

Wy — T =



Donec :

5

Wy — T — o= T 6-4 67 | 7?
Uy — T n—rtoo _ﬁ 480 .42 g3 480-4n |80 -4n°

d) Dans le cadre de la recherche d’une valeur approchée de m, quel intérét y a-t-il a
utiliser la suite (w,,),en+ plutot que la suite (v, )pen+ ?

On a montré que :

W, — T 2

~ —
Up — T n—+00 80 + 4" n—+oo

Cela signifie que |w,, — 7| < |v, — 7| pour n grand.
En d’autres termes, (w,),eny converge vers m beaucoup plus rapidement que

(Un)nEN~
Pl z . 2z 7‘(3 d/ . 1 d'
us précisément, |v, — w| ~ eI écroit comme s tandis que |w,, — 7| ~
™ gécrott o1 i est b lus rapid
écroit comme = , ce qui est beaucoup plus rapide.
480 - 420 g2n e 0 P ps Tap

Donc | la suite (wy)nen converge plus rapidement vers m que (v, )nen

6. Généralisation de la méthode de Richardson.
Etant donnés deux réels g et r de 0, 1[ tels que ¢ > 7, on considére une suite (2,)nen-
vérifiant :
I(a,b,c) e RxR* xR*, =z, = a+bg"+cr"+o(r")

n—-+o0o

a) Définir une suite (y,),en+ dont le terme général est combinaison linéaire de z,, et
Tpi1, qui vérifie y, = a+dr" + o(r"), ou d est une constante & déterminer en
n—-+oo

fonction de ¢, g et r.

On a:
Tp=a+bg" +cr" +o(r") et mp, =a+bg" 4+ ™t 4 o(r™th).

Cherchons y,, = ax,, + Bz,+1 avec a + = 1 (pour que le terme constant soit
a) et tel que le coefficient de ¢" soit nul.

On a:
Yo = aa+bg" + cr™) + B(a + bg" ™ + er™) 4 o(r™).

Le coefficient de a est a + 5 = 1.
Le coefficient de bg" est ab + fbq = b(a + £q).

Pour annuler ce terme, on veut o + Sq = 0, soit a = —fq.
1
Avec oo+ 8 =1, on obtient —3q + f = 1, soit f(1 — q) = 1, donc = . et
—q
. —q
oa=——".
l—q
Donc :
_ —qI+ 1 . _ Tnt1 — 4T
Yn 1— q n 1 n+1 1— q .

—-q , 1 n—i—l) C n C(T’—Q) n
c T+ r = r(—q+r)=——r".
(1—q l—gq q ( )



Ainsi :

_ C(T_Q) n n

Yn =t —— Fr"+ol"),
Donc y:mll_—qx e d:@_
—q —q

b) Montrer que x, = +bq" + o(q").
n——+0o0

On ax, =a+bg" + cr’ + o(r").
Comme ¢ >ret 0 <r <1, onar"=o0(q") lorsque n — +oc0.

rm r\" r
Eneffet,—:(—) — Ocar0< - < 1.
¢" \q) note q

Donc cr” = 0(q") et o(r™) = o(q").
Ainsi @ |z, = a + bg" + 0o(q").

c) En déduire que la suite (y,)nen+ converge vers a plus rapidement que la suite
(xn)nEN*-

D’aprés la question précédente, on a :

x, —a=0bq¢" 4+ o(q") et bg"  (car b#0).

D’apres la question 6.a, on a :

Yo —a=dr" +o(r") ~ dr" (sid#0).

n—-+o00

Donc :

n — dr™  d "
L A
X, — Q n—+oo bq” b q n—-+oo

r
car 0 < — < 1.
q

Cela signifie que |y, — a| < |z, — a| pour n grand.

Donc |la suite (y,)nen converge vers a plus rapidement que (z,)nen-

Exercice 2 - EDHEC 2026 (sauf une question sur les
espérances totales)

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un certain
espace probabilisé (2, o7, P).

Partie 1

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont 'origine est le point O d’abscisse 0.

Au départ (instant 0), le mobile est situé sur le point O.

Le mobile se déplace selon la régle suivante : a chaque instant & (k € N*), il se place de fagon
équiprobable sur I'un des points d’abscisses 0,1, ..., k.



Pour tout entier naturel k, on note Xj la variable aléatoire égale a 1’abscisse de ce point a
I'instant £ (on a donc Xy = 0).
On admet que (Xj)ren est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

1. a) Déterminer, pour tout entier naturel & non nul, la loi de Xj.

Soit k € N*. A I’instant %, le mobile se place de facon équiprobable sur I'un des
points d’abscisses 0,1, ... k.

Donc X (Q) = [0, k] et :

1

Ainsi, | X = U([0, k]).

b) Montrer que, pour tout entier naturel & non nul, X posséde une espérance et une
variance, puis calculer E(X}) et V(Xj).

Soit k € N*. Comme X;(€2) = [0, k] est fini, X} posséde une espérance et une
variance.

Pour l'espérance :

k

~
I
o
~
I
o
S
Il
o

—_
I~
—
e

+

[
S~—
N

Pour la variance, calculons d’abord E(X?) grace au théoréme du transfert (sup-
port fini donc tout converge) :

k k
: 1 1 , 1 k(k+1)(2k+1)
E(X?) = 2. - = 2 = .
(X) ;Z k+1 k+1;Z k+1 6
k(2k + 1)
==
Donc, avec Koenig-Huygens, on a :
k(2k +1 k>
V(Xi) = E(X}) — [E(Xp))* = % ~

_ 2k(2k+1) —3k*  4k*+2k —3k*  k® +2k

N 12 N 12 12

k(k+2)
12

2. On note Y la variable aléatoire égale au rang du premier retour a l’origine du mobile
(sans prendre en compte son positionnement au départ) et on pose Y = 0 s’il n’y a aucun
retour a l'origine.

a) Pour tout entier naturel n non nul, exprimer I'événement (Y = n) a laide des
variables aléatoires X1, Xo, ..., X,,.



Soit n € N*. L’événement (Y = n) signifie que le premier retour a l'origine se
produit a l'instant n.

Cela signifie que : - Le mobile n’est pas a l'origine aux instants 1,2,...,n—1:
(X1 #0)N(Xy#0)N---N(X,—1 # 0) - Le mobile est a 'origine a I'instant
n: (X, =0)

Donc :

Y =n)= (X1 20)N(Xs£0) NN (Xp1 #0)N (X, = 0).

b) En déduire que 'on a :

VneN*, PY =n)=

1
n n—+1

Soit n € N*. Comme les variables aléatoires (Xj)gen sont mutuellement indé-
pendantes, on a :
P(Y =n) =P(X; £0)-P(Xs £0) - ... - P(X,_y £ 0) - P(X,, = 0).
Pour tout k € [1,n — 1], on a Xy — U([0, k]), donc :
1 1 k
P(Xp=0)=—— e PX;#0)=1— —=——.
Kie=0)=777 o PX#0) k+1  k+1
De méme, P(X, = 0) = —
e méme n=0)= :
’ n+1
Donc :
1 2 3 n—1 1
P(Y=n)==-.2.2. :
V=n=331 n n+l

123 (n—=1) 1

- 2:344 n n+l

I S T T

n on+l |n(n+l) n nt+1

+oo
¢) Déterminer par le calcul la valeur de Z P(Y =n). En déduire P(Y = 0).
n=1

On a :

gp(y:n)zf(%_nil),



C’est une série télescopique. Pour tout N € N*, on a :

i(%_nL) in

n—=

3I+~

=
£

M- 11-
3
I

S|
|

1
— (en posant m =n + 1)
‘m

3
Il
3
I

1
=1—-— = 1
N +1 N—+co
+oo
Donc ZP(Y =n)=1.
n=1
Or, on a :

:0)+§P(Y:

car Y(2) = N et les événements (Y = k) pour k£ € N forment un systéme
complet d’événements.

Donc : P(Y =0)+1=1,dou|P(Y =0)=0.

d) La variable Y admet-elle une espérance ?

+oo
La variable Y admet une espérance si et seulement si la série ZnP(Y =n)
n=0
converge absolument.
+o0
Comme P(Y =n) > 0, il suffit d’étudier la convergence de Z nP(Y =n).
n=1
On a: . . .
nP(Y =n)=n|—— —1- = :
n n+1 n+1 n+1
00 1
Or la série Z Tl Z diverge (série harmonique, Riemann avec a < 1).
Donc ‘ la varlable Y n admet pas d’espérance. ‘

Partie 2

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 1 et on considére une variable aléatoire
U, telle que U, (£2) = [0,n — 1] et qui suit la loi uniforme sur [0,n — 1].
Pour tout k£ € [0,n — 1], on considére également une variable aléatoire Z, dont la loi,

k
conditionnellement & 'événement (U,, = k), est la loi géométrique de paramétre 1 — —.
n

3. Simulation informatique de Z,.
Compléter la fonction suivante afin qu’elle simule U,, et Z, et renvoie la valeur prise par

Z,,.

def var_Z(n):
Usem e
= ___

return Z



Pour cette question-ci il vous manquait rd.geometric qui permet de simuler une
variable aléatoire suivant une loi géométrique. On verra I’an prochain !

def var_Z(n):

U = rd.randint (0, n)
Z = rd.geometric(l - U/n)
return Z

a) Montrer que, pour tout ¢ de N*, on a I’égalité :

SR OREE

=0

()

Soit i € N*. Par formule des probabilités totales avec le systéme complet d’éveé-
nements (U, = k)pefo,n—1], O a :

1)
& L

n—1
= P,=i(Zn =) - P(U, = k).
k=0

1
Comme U, < U([[0,n — 1]), on a P(U,, = k) = — pour tout k € [0,n — 1].
n
De plus, conditionnellement a (U,, = k), Z,, suit une loi géométrique de para-
metre pp =1 — —.
n

Donec :

Ainsi :

b) En déduire la valeur de lim P(Z, =1).

n—-+o0o

Soit 1 € N*. On a :

Chaque somme est une somme de Riemann. Pour f : ¢t — ¢~! continue sur



[0,1], on a :

TL—l ’i—l 71—1 1 .

1 k 1 k - t 1
() e () [ e[ -5
nk:O n n n /) n—+too Jq 2 0 ]

De méme, pour g :t +— t', on a :

12 2N 1i g1t 1
_Z A N tdt = |- = —.
ne—\n/ noteo Jo t+1], 1+1
Donc :
1 1 1
lim P(Z, =i) = - — - =| .
n=-+oo i i+l i+ 1)

¢) On peut ici, comme dans le cas de la convergence d’une suite de lois binomiales vers
une loi de Poisson, dire que Z, converge en loi vers une variable aléatoire Z dont
on précisera la loi.

Pour tout 7 € N*, on a :

1 1 1
lim P(Z, =i) = — =< — -
n——+o0 Z(Z + 1) 1 1+1
1 , »
Posons p; = N pour tout ¢ € N*.

Vérifions que (p;);>1 définit une loi de probabilité :

1 1
= —- =1
<z z—i—l)

(série télescopique, comme vu précédemment).
Donc Z,, converge en loi vers une variable aléatoire Z telle que :

+

+oo
Epi = Z

00
i=1

Vie N, P(Z=i)=

i(i+1)

On admet le résultat suivant, qu’on pourra montrer ’an prochain avec des résultats sur
I’espérance totale :
n
1
]E(Zn) = ; E

5. Equivalent de E(Z,) lorsque n est au voisinage de +oo.
a) Montrer que, pour tout k£ de N*, on a :

1
— <1 1) —1 <
k+1_n(k+ ) —In(k) <

| =

Soit £k € N*. On a :
k+1 1

In(k + 1) — In(k) = / Lat

k t



1
La fonction t +— 7 est continue et décroissante sur [k, k + 1], donc pour tout
telk,k+1]:
1 1 1
< -< —,
E+1—t "k
En intégrant sur [k, k + 1], par croissance de l'intégrale avec les bornes dans le
bon sens, on obtient :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ gt < / Zdt < / —dt.
R Lt .k

1
— 1< 1) —1 <
. n(k+1) —In(k) <

D’ou :

?rlr—k

1

?rl»—‘

b) Etablir, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, '’encadrement :

In(n) + % <E(Z, <In(n)+1

Soit n > 2. On a E(Z, Zk

D’aprés 'inégalité precedente7 pour tout k € [1,n — 1], on a :

1
— <1 1) -1 <
k+1_n(k—|— ) —1In(k) <

?rlr—\

Inégalité de droite : En sommant de k=1ak=n—1:

n—1 1 n—1

k=1 k=1
"1

z <In(n) — In(1) = In(n)
k=2
D’ou :
"1
E(Z,) =1+ Z <1+In(n)

Inégalité de gauche : En sommant de k =1ak=n—1:

n—1 n—1 1

> [n(k+1) = In(k)] < p

k=1 k=1
n—1

In(n) —In(1) <




D’ou :

Ainsi : |In(n) +

¢) En déduire un équivalent de E(Z,).

On a montré que :

1
In(n) + - <E(Z,) <In(n) + 1.
n
1 1/n 1
Or In(n) + N ntoo In{n) car In(n)  nln(n) prtee
R 1
De méme, In(n) + 1 e In(n) car m n—>—+>oo 0.

Par le théoréme d’encadrement :




Probleme - EML 2020

On note, pour tout n de N, P, la fonction polynomiale définie par :

2n+1 (—x)k
Vo €R, Py(z) =Y X
k=0 ’

PARTIE A : Etude de la suite des racines des polynémes P,

1. a) Calculer, pour tout n de N, les limites de P, en +o00 et —oc.

Soitn € N. On a:

2n+1 k 2n+1 k k
(—x) (=1)%x
Pal@)= 3 = 2
k=0 k=0
(_1)2n+1x2n+1 x2n+1
Le terme de plus haut degré est 2n 1)1 = — on 1) (car 2n + 1 est
impair).
Donc :
x2n+1
P,(r) ~ ———7— — —x
(z) g+oo  (2n + 1)! 2—+o0
car le coefficient dominant est négatif et le degré est impair.
De méme :
2+l
P, ~ ——_— =
car 22" — —o00 lorsque © — —o0.
Ainsi : | lim P,(x) =—oc0 et lim P,(z) = +oc.
T—+00 T—r—00

b) En déduire que, pour tout n de N, le polynéme P, admet au moins une racine réelle.
Soit n € N. La fonction polynomiale P, : R — R est continue sur R.
D’aprés la question précédente, on a :

lim P,(z) =400 et lim P,(z) = —o0.

T——00 T—>+00

Il existe donc a < 0 tel que P,(a) > 0 et b > 0 tel que P,(b) < 0.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]a, b tel que P,(c) = 0.

Donc | P, admet au moins une racine réelle. ‘

x2n+1

2. a) Montrer : VneN, Ve e R, P/ (z)=—P,(z) — N

Soit n € N et z € R. P, est une fonction polynomiale, donc dérivable sur R.

On a: o1

n (_1)kxk

Fulz) = Kl
k=0



3.

Donec :

2n+1( )kkxk 1 n+1 k k-1

o
ey

k=1

En posant j = k — 1, lorsque k varie de 1 a 2n + 1, j varie de 0 a 2n :

R =y T U

| |
= ) =
Or :
P(z) = 2n (_1)kxk N (_1)2n+1x2n+1 B 2n (_1)jxj - 2+l
mE = Kl 2n+1) & 2n+ 1)
k=0 j=0
Donc : )
n (—]_)jl'] 2n+1
Z ! = Pu(2) 2 1
pr G (2n+1)
Ainsi : ,
n —]_>jl'j x2n+1
P/ = — ( =|-P,(r) — —.
() ; 5! @)~ Gnr1y

b) En déduire que, pour tout n de N, les racines de P, sont toutes simples.

Soit n € N et « une racine de P,. On a P,(«) = 0.
D’aprés la question précédente :

a?n—‘rl a2n+1 a?n—‘rl
Pla)=—Pfa)— X —o- Y ¥
n(@) () = @5 Cn+ 1)l (@n+l)

Si a # 0, alors o®"*! £ 0, donc P () # 0.
2041 o1
Si a =0, alors P,(0) = I
ardl
Ainsi, pour toute racine « de P,, on a P.(«) # 0, ce qui signifie que a est une
racine simple.

=10, donc 0 n’est pas racine de P,.

Donc | toutes les racines de P, sont simples.‘

UL g2k x
a) Veérifier : VneN, Ve eR, P,(z) = Z ( (1 — > :

2k)! 2% + 1

k=0



Soitne€NetxzeR. On a:

S ) S( wi)

k; 22k nL 2kl
"L

2n (_1)2%% n (_1)2k+1x2k+1
T2k T (2k+1)

2n+1 (—1)izd

=
=|P,(z)

oil on a utilisé le fait que (—1)** = 1 et (—1)%**! = —1.

b) En déduire que, pour tout n de N, les racines réelles de P, appartiennent nécessai-
rement & U'intervalle [1;2n + 1].

Soit n € N et o une racine réelle de P,. D’aprés la question précédente :

Pn(a):i%@—ﬁ) —0

k=0

Cas 1 : Si a < 1, alors pour tout & € [0,n], on a a < 1 < 2k + 1, donc
> 0.

2k+1
De plus, o >0 et

2h)] > () pour tout k.

Donc tous les termes de la somme sont > 0, et le premier terme (pour k& = 0)
vaut 1+ (1 —a) > 0 car a < 1.

Ainsi P,(a) > 0, ce qui contredit P, (a) = 0.

Donc a > 1.

Cas 2 : Supposons a > 2n + 1.

Alors pour tout k£ € [0,n], ona2k+1<2n+1< a, donc 1 — <0

a
2k +1
1
De plus, a®* > 0 et m > 0.
2k

Donc tous les termes % (1 — ﬁ) sont < 0.

Ainsi P,(a) < 0, ce qui contredit P,(«) = 0.
Donc a < 2n + 1.
Ainsi : |1 <a<2n+1, soit a € [1,2n+ 1].

4. a) Montrer les relations :

vn €N, Vz € R, Frn(@) = =Fala) - (2n + 2)!

Pl (@) = Po(a).



Soit n € Net x € R.
On utilise la relation de la question 2.a pour n + 1 :
) x2(n+1)+1 x2n+3
P =-P, — =—-Pb, D ——
n+1($) +1(x) (2(n+ 1) + 1), +1($) <2n_|_3)|
2n+43
(—1)k£L‘k x2n+2 I,2n+3
C P, = —=PF, — , :
omme Fo(2) kz:% k! @+ s " @arar
x2n+2 :L,2n+3 :L,2n+3
P =—(P, - _
w4 (7) ( R G R 3)!) (2n + 3)!
2n+2 2n+3 2n+3
) - T N x o
Cn+2)! " 2n+3)!  (2n+3)!
202
=—-PF,(r)— ———.
(@)~ G o)
, x2n+2
Donc : Pn+1(37) = —Pn(l'> — m
Pour la deuxiéme relation, on dérive P, () :
2n + 2)x?
P/l — _Pl _ (
2+
— _Pl(g)—
() (2n 4+ 1)!
2n+1 2n+1
I x oz
(2n +1)! (2n +1)!
21 P2+l
=P, —
O+ 2 @)
=| P, (z).

b) Montrer par récurrence que, pour tout n de N, la fonction P, est strictement dé-
croissante sur R et ne s’annule qu’une seule fois, en un réel noté wu,,.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété : " P, est strictement décrois-
sante sur R et ne s’annule qu’une seule fois".

Initialisation : Pour n =0, on a :

Donc Pj(xz) = —1 < 0 pour tout z € R, d’ou Py est strictement décroissante
sur R.

De plus, Py(x) =0 < x =1, donc P, s’annule une seule fois en ug = 1.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P, est strictement décroissante sur R
et ne s’annule qu’une seule fois en wu,,.

D’aprés la question 2.a, on a P (x) = P,(x) pour tout = € R.




Comme P, est strictement décroissante, on a P, (z) = P,(x) vérifie :

1
- Pn+1

- P (z) <0 pour z > u, : P, est strictement décroissante sur |u,, +00|

(z) > 0 pour & < u, : P, est strictement croissante sur | — 00, u, |

Donc u,, est le maximum de P, sur R.
Calculons P, (u,). D’aprés la question 2.a :

u2n+2 uinJrQ

P1/z+1(un) = =Py (un) — =

ot 2l 0T @nray

Comme P, atteint son maximum en u, et P, ,(u,) < 0, ona P, ,(z) <0
pour tout x € R.

Donc P, est strictement décroissante sur R.

D’aprés la question 1b, P, ,; admet au moins une racine réelle. Comme P,
est strictement décroissante, elle ne peut s’annuler qu’une seule fois.

Conclusion : Par  récurrence, pour tout n € N,
‘Pn est strictement décroissante sur R et ne s’annule qu’une seule fois en u,,.

a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def factorial(k): qui renvoie la valeur de

k!

Un classique fait 1000 fois en TD

def factorial(k):
produit=1
for i in range(1l, k+1):
produit = produit * i
return produit

b) Ecrire une fonction Python d’en-téte def P(n, x): qui prend pour arguments un
entier n de N et un réel x, et qui renvoie la valeur de P,(x).

def P(n, x):
somme = 0
for k in range(2+*n+2):
somme = somme + ((-x)*xk) / factorial(k)
return somme

c¢) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant pour argument
un entier n de N, elle renvoie une valeur approchée de u, & 1072 prés a laide de la
méthode par dichotomie.

1. def suite(n):

2. a =1

3. b = 2*n+1

4. c = (atb)/2

5. while b-a > 10**x(-3):
6. if P(n, c) > O:
7. a=c¢c

8. else:

9. b=c

10. c = (a+b)/2

11. return c

Explications : - Ligne 2 : @ = 1 car u,, € [1,2n + 1] (question 3b) - Ligne 3 :



d) On

b=2n+1caru, €[1,2n+1] - Ligne 5 : condition d’arrét pour précision 10~
- Lignes 6-9 : comme P, est décroissante, si P(n,c) > 0 alors u,, > ¢ donc on
prend a = ¢, sinon u,, < ¢ donc on prend b = ¢ - Ligne 10 : mise a jour de c -
Ligne 11 (anciennement 13) : on renvoie ¢

utilise la fonction précédente pour représenter les premiers termes de la suite

U
(—n> . Conjecturer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo et la limite
N / neN~*

éventuelle de (u,)nen-

, N . Unp
D’aprés le graphique, on observe que — semble converger vers une constante
n
proche de 0.6.

) u
On peut conjecturer que — — o avec o ~ 0.6...
n

Comme u,, ~ an avec a >0, on a| lim wu, = +oc.
n—-+o0o

2n+2 u
a) Montrer : Vn €N, Ppii(un) = (2nn_|_ 2)! (1 o :— 3)’

Soit n € N. Par définition, P, (u,) = 0 car u,, est la racine de P,.
Utilisons la formule de la question 3a pour P, :

Frial) = % (;:Zk)! (1 N 2kx+ 1) '

k=0
Donc
nzﬂ u2k
Pn—l—l(un) - - < )
|
— (2k)! Qk —i— 1
nou2k n+1 u
= n 1"
kdﬁ?@!( 2k+1) '( 201+1)+1)
U2 +2
= P,(u, _n (1=
() + 20 ( 2n+3>

w2 +2 U
S (TSR [ R
(2n 4 2)! ( 2n+3>

b) En déduire que la suite (u,),en est croissante.

Soit n € N. On a montré que :

u2n+2 U
P (uy) = —2 1——).
+1(un) @n+2ﬂ( 2n+3)

D’aprés la question 3b, u,, € [1,2n + 1], donc u,, > 1 et u, <2n+1 < 2n+ 3.
Ainsi, 1 — >1-1=0.

u
2n +3
De plus, u, > 0 et (2n+2)! > 0, donc :

Pn+1 (Un) > 0.



Or P, est strictement décroissante (question 4b) et s’annule en w, 1.
Comme P, ;1(u,) > 0 et Pyii(uyr1) = 0, et que P,y est décroissante, on a
nécessairement :

Up < Up41-

Donc | (uy,)nen est strictement croissante.

7. On suppose dans cette question que la suite (u,),en est convergente de limite /.
a) Montrer : Vn €N, |P,(u,) — Pu(0)] < elu, — 1.

Soit n € N. Pour tout z € R, on a :

k=0 k=0
Donc :
p/( ) 25:‘*‘1 ( 1)kk‘$k_1 2n4-1 (_1)kxk—1
s =
" k! (k—1)!
k=1 k=1
Ainsi :
2n+1 ko k—1 2n+1 k—1 2n ; +o00 ;
ol (M e N A
Pl = o | S e g s =
k=1 k=1 7=0 7=0

Comme la suite est croissante, on a, pour tout n € N, u,, < ¢. Par I'inégalité
des accroissements finis, on a alors :

|Pa(tn) = Pa(O)] < sup [Py ()] Jun — €] < efun — (|

TE€[un, 4]

par croissance de la fonction exponentielle.
On a donc bien :

|Patn) = Pa0)] < €un — ]

b) Déterminer lim P,(¢). En déduire : lim P,(u,) =e "
n—-+00 n—+00
On a: i1
N =0
am—gjm
=0

On a montré que |P,(u,) — P,(¢)| < e|u, — {|.

Comme u,, — ¢, on a |u, — | — 0.

Donc |P,(u,) — P,(¢)] — 0, soit P,(uy,) et P,(f) ont la méme limite lorsque
n — +00.

Or P,(¢) — e~ d’aprés ce qu’on vient de montrer.




—L

Donc| lim P,(u,) =e
| n—-+o0o

¢) Aboutir & une contradiction.

Or, par définition, P,(u,) = 0 pour tout n € N.
Donc lim P,(u,) = 0.

n——+0o0
Mais on a montré que liril P(u,) =e".
n—-+0oo

Donc e~* = 0, ce qui est impossible car e~ > 0 pour tout ¢ € R.
Ainsi, 'hypothése de convergence de (u,) est fausse.

Donc | (uy,)nen n’est pas convergente.

8. En déduire la nature et la limite de la suite (u,)nen.

D’aprés la question 6b, (u,)nen est croissante.
D’aprés la question 7, (u,),eny n’est pas convergente.
Une suite croissante non convergente diverge nécessairement vers +o00.

Donc | (tn, )nen diverge vers + oo.

PARTIE B : Quelques résultats intermédiaires
Les deux questions de cette partie sont indépendantes entre elles et indépendantes de la partie
A.

9. On note f la fonction définie sur ]0; 1] par : vVt €]0;1], f(t) = —In(¢).

1
a) Montrer que l'intégrale / f(t)dt converge et préciser sa valeur.
0

La fonction f : ¢+ —In(t) est continue sur |0, 1] donc I'intégrale

1 1

/ ft)dt = / (—In(t))dt est impropre en 0.
0 0

Pour tout a €]0,1], on a :

/1(— In(t))dt = [—tIn(t) +t]. .

On a ici utilisé une primitive classique de In.
Remarque, pas nécessaire sur vos copies : On peut retrouver ce résultatpar

intégration par parties avec u(t) = —In(t) et v'(t) = 1:-w et v : t — ¢ sont de
1

classe C' sur ]0,1] - v/(t) = -

Donc :

/ (= In(8))dt = [t - (= In(t)) +4]!

=0+aln(a)+1—a
=aln(a) —a+ 1.

Quand @ — 07, on a a — 0 et aln(a) — 0 (par croissances comparées).



Donec :

/ f(t)dt = lim (aln(a) —a+1)=0—-0+1=]1.]

a—0t

L’intégrale converge et vaut 1.

b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

k+1 T 1 k
Justifier, pour tout &k de [1;n + 1] : —f ( il > < f)dt < —f <—)
n

1
En déduire:ﬁ f(t)dt< 1 ( ) /f dt—l— a(n

Commengons par constater que f est décroissante sur |0, 1] : elle est dérivable

\-/ﬁ\?r

1
sur |0,1] avec Vt €]0,1], f'(t) = - < 0. Soit n > 2 et k € [1,n + 1]. Par
k+1
décroissance de f sur |0, 1], pour tout ¢t € [—, ;], on a:
n’ n

f(k‘gl)sﬂwg(%).

| (croissance de 'intégrale et bornes dans
ket

ﬁf(k+1>dt</k+1f dt</ f(%)dt.

1
A gauche et & droite, constante, longueur de 'intervalle = — donc :

()< [ )

On somme maintenant I'inégalité de droite de 1 an — 1 :

On intégre cette inégalité sur [—
n.n

le bon sens) :

k41

Puisque f(1) =0, on a :




On somme désormais 'inégalité de gauche de 1 an — 1 :

"‘1%f<k:+1> Z/ #1

k=1

En utilisant Chasles et la linéarité de 'intégrale et de la somme, on obtient :

13 ka1 5
- 1f< - )S/if(t)dt

k=

12 (i) = [ som

1 1
On ajoute —f <—) a gauche et a droite :
n° \n

(0= oo (2)

1 1
Finalement, on a f (—) =—In (—) = In(n), donc :
n n

[rows 5o rom

1 k
c) En déduire la limite de — Z In (—) lorsque n tend vers +oo0.
n n

c’est-a-dire :

On commence par remarquer que :
1 ¢ k 1 k
— In{—|=— — .
()= (G
par linéarité de la somme. Ensuite, c’est un théoréme des gendarmes avec

lim / 1 FH)dt = / 1 F(B)dt = 1 (question 9a) et lim U
1 0

n—+oo n—+oo n

= 0 par crois-

n
sance comparée. Donc :

d) Montrer finalement : lim

Si vous ne vous éte pas trompé dans la question précédente, vous comprenez
qu’il faut appliquer 'exponentielle a la limite précédente. On n’oubliera pas



d’utiliser la continuité de I'exponentielle! On a :

exp (% gln (%)) — exp (% i[ln(k) - ln(n)])

k=1

= exp (% Z In(k) — %Z ln(n))
k=1 k=1
(s b

~ exp(In(n))
(n!)% .

n

D’apres la question précédente, par continuité de I’exponentielle :

(n!)l/n — !

n—-+4oo n

10. On note g la fonction définie sur |0; 00| par : Vt €]0;4+o00[, g(t) =t +In(t) + 1.
Montrer qu’il existe un unique « appartenant a |0; +o0[ tel que g(a) = 0 et justifier :

el<a<e .

La fonction ¢ : ¢t — ¢ + In(t) + 1 est définie et continue sur |0, +oo|.
De plus, g est dérivable sur |0, +oo] avec :

1
g'(t):1+¥>0

1
pourtoutt>0,cart>Oet¥>O.

Donc g est strictement croissante sur |0, +00].

Calculons les limites :

- Quand t — 07 : t — 0 et In(t) = —o0, donc g(t) — —oc.

- Quand t — 400 : t = +o0 et In(t) = 400, donc g(t) = +o0.

Par le théoréme de la bijection, il existe un unique « €]0, +o0] tel que g(a) = 0.
Calculons maintenant g(e™?) et g(e™?) :

ge?)=e?+hneH+l=e?-2+1=¢2-1.
Or comme exp est croissante sur R, on a e ? < ¢’ = 1, d’ou g(e?) < 0.

geH=et+nleH)+l=et-1+1=¢e'>0.

Comme ¢ est strictement croissante, g(e ) < 0 < g(e™'), et g(a) = 0, on a néces-
sairement :

le2<a<el]

PARTIE C : Equivalent de la suite (u,)nen

11. a) Montrer : VneN, VzeR, e " = i (=2)" - /x we_tdt
' ' ’ ’ L o (2n)! '



Soit n € N et z € R. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral pour la
fonction f: ¢t — e~ (qui est C*"™') a I'ordre 2n.

On sait que pour f de classe C*"! :

i k f(k)(o) k Y (1 — t)% on41

Pour f:t — et ona f®(t) = (—=1)*e~* pour tout k € N.
Donc f®(0) = (=1)F et fETD(t) = (1) et = —¢ 7.

Ainsi :
e " = 22” <_1)kxk+/x i >2n(—67t)dt = zzn S /x - )%eitdt
- k! o (2n)! B k! o (2n)
k=0 k=0
. x _ t)2n [L’2n+1
b) Justifier : R 0< [ DT gy o .
) Justifier vneN, Vo e R, 0 /0 @n)! © (2n + 1)!

On va utiliser la croissance de l'intégrale avec les bornes dans le bon sens et
des fonctions continues. Soit n € N et z € R™.

Pour ¢t € [0, ], on a :

- (x —1)* >0 car > t et 2n est pair

- e7" > 0 car I'exponentielle est strictement positive

-2n)! >0

(IE _ t)Qn

(2n)!

et >0, dou:

x 2n
ue_tdt >0
0 (2n)! -

Par croissance de I'intégrale avec bornes dans le bon sens.

Pour la majoration, comme 0 < ¢t,onae ' <1 = e! (car t — e est décrois-
sante).

Donc :

Donc

T _ £\2n T —t on
/ ue_tdt < / u - 1dt croissance de l'intégrale avec x > 0
0 )! 0 (2n)!

1 xT
= —/ (x — t)*"dt linéarité de I'intégrale.
0

(2n)!
)t
imitive de ¢ — (z — t)*" t—(x—.D :
Une primitive de (x —t)™" es 1 onc
/1‘( t>2ndt (.Z' _ t)Qn-‘rl z $2n+1
T — — _— = .
0 2n+1 |, 2n+1
Ainsi :
/a: (1‘ _ t)Zn —tdt - 1 1.271,—&-1 x2n+1
- e . — .
o (2n)! ~ (2n)! 2n+1 | (2n+1)!




x2n+1

c) En déduire : Vn €N, Vz € RY, P(z) <e ™ < Pu(z) + 2n+ )

Soit n € Net v € RT.
D’aprés la question 11a, on a :

)2n

2n
. (—)* /w:—t .
® = U e,
‘ % Kl . o)l €

Or
2n+1 k 2n k 2n+1 2n k 2n+1
—x —x —x —x x
Pn(@zz( 1)22( l)+( : |:Z( l)_ |
—~ Kk e~ k! (2n +1)! —~ Kk (2n +1)!
la derniére car puissance impaire. Donc :
2n
(—a) 22+
=P () + ——.
kZ:O k! (2n+1)!
Ainsi : _— ( ¢
x " T (x—1t)™"
= p — — [ et
‘ @)+ G /0 2n) ¢
x (ZL‘ . t)2n 2n+1
D’apres la question 11b, on a 0 < / 2 _efdt < ———— et donc en
o (2n)! (2n + 1)!

multipliant par —1 :

2n+1 x _ £\2n
_‘T—| < _/ ue*tdt <0.
)! 0

(2n+1 (2n)!
Donc :
$2n+1 :L,Qn-&—l x2n+1
P, — <e*<P, — 4+ 0.
@Ot s ey =S¢ SOt gt
Soit :
L2+

12. Soit n un entier de N.

(un)Zn-i-l

a) Montrer : Bupaun) S e < 2n+ 1)

Soit n € N. On applique la question 11c avec x = u,, et en remplacant n par
n+1:

2(n+1)+1
un(n+ )+ u2n+3

Ch+1)+1) Poyr(un) +

Poi(un) < €7 < Py (un) + @2n+3)

Cela donne 'inégalité de gauche : P, (u,) < e .
Pour I'inégalité de droite, on applique la question 11c avec © = u,, (sans changer




n) :

u2n+1
Pn n<7un<Pn n .
(un) < €7 < Fulun) + 5 5
Or P,(u,) = 0 car u, est la racine de P,.
Donc :
u2n+1
Pyii(uy) <e ' < —m
wlun) S e < 5l

b) En utilisant le résultat des questions (3)(b) et (6)(a), obtenir :

2(un>2n .
(2n +3)! S o(2n)!’

puis :

(2n)! < (up)*e" < (—

D’aprés la question 6a, on a :

u2n+2 U
P, n) = = 1- - :
+1(tn) (2n +2)! ( 2n+3)

D’aprés la question 3b, u, € [1,2n + 1], donc —u,, > —(2n + 1).

" 2 1 2 —2n—1 2
Ainsi, 1 — 5 q_2ntl 2nds=2n—l > 0.
2n + 3 2n+ 3 2n + 3 2n + 3
D’autre part, u,, > 1 donc ui”” > ui” > 0.
Donc :
2n 2 2 2n
Pn+1(un) Z s : - S
2n+2)! 2n+3 | (2n+3)!

en multipliant les inégalités positives.
Donc, via la question précédente :

2u2n

n —Un

o
(2n + 3)! =

D’autre part, d’apres la question précédente :

2n+1 2n 2n 2n
e Un, < n n n < n ( ) n

= 2n+ D)l @ntrl)l = @n+1)!l (2n)

encore une fois les multiplcations sont par des nombres positifs qui ne changent
pas le sens des inégalités. Finalement, on a bien :

220 Y u?n
I L e .
@+l = = ()

Prenons la partie de droite et multiplions par " - (2n)! (positif) :

(2n)! < ultet |.




(2n + 3)!

Prenons la partie de gauche et multiplions par e - (positif) :
|
2
On a donc bien :
|
(20)! < u2en < (2n;—3).
13. On pose, pour tout n de N* : w, = ;—Z
a) Montrer :
1) 3m 3\ 30 1) 3w
gmene (@ODE L (nt 3P (s
2n 2 2n

. U N
Soit n € N*. On a w, = —, donc u,, = 2n - w,, d’oit u2" = (2n)*"w?>".
n 27’1;’ ) n n

D’apres la question 12b, on a :

< (2n—{—3)!'

(2n)! < uPret < 5

En substituant u2" = (2n)*"w?" et u,, = 2nw, :

|

(2n)! < (20)M W (e )2 < @
Soit : om 4 3)
(2n)! < [(2n)w,e*™]*" < %

En prenant la racine 2n-iéme (on peut le faire car tout est positif, c’est une
fonction croissante donc inégalités conservées) :

«mwﬁgmeng%;QY?

En divisant par 2n :
1

| Ln ‘ 2n
((2n)h)2 < e < 1 /(2n+3)! ‘
2n 2n 2

On a ce qu’on voulait a gauche.
A droite, on a (2n+3)! = (2n+3)(2n+2)(2n+1)(2n)! < (2n+3)*(2n)!, donc :

1 ((Qn——i—IS)')S ((2n+3)3(2n)!>21n

1

2n 2 2n 2
1

1 2 3)3\ 2 1

1 (@n+3)° ((2n))3+.

2n 2




1

(DD <<2n+3>3>5ﬂ (2=

Conclusion :

2n 2 2n

b) En déduire que la suite (g(wy,))nen+ converge vers 0 puis que la suite (wy,)pens
converge vers «, la fonction g et le réel o étant définis dans la question (10).

Premiére chose qu’on a envie de faire en voyant limite avec I'inégalité qu’on
vient de montrer c’est les gendarmes. A gauche, on reconnait le résultat de la
question 9d donc :

(@n))es _

lim ———— =c¢
n——+0oo 2n

1
9 3\ n 1 2 3
A droite, on regarde le facteur (M) = exp (— In (M)) :

2 2n 2
1 2 3
Ona lim —1In (%

= 0 par croissances comparées. Don par conti-
n—+oo 2N

1
(2n+3)%\ > .
5 =1.
Finalement, par le théoréeme des gendarmes, on a :

nuité de 'exponentielle, lim (
n—-+o0o

lim w,e*" = e L.
n—-+o0o

Rappelons que ¢(t) = ¢t 4+ In(¢) + 1 pour ¢ > 0, et « est 'unique solution de
g(a) = 0 dans |0, +o0.
On a:

wWp e

g(wy) = wy+In(w,)+1 = w,+In <
ewn

)—i—l = wy+n(w,e"")—w,+1 = In(w,e*")+1.
Ici il parait naturel de faire apparaitre la quantité sur laquelle on a une limite.

Donc g(w,) = In(w,e*") +1 — —1 + 1 = 0 par continuité de la fonction
logarithme sur |0, +o0|.

Donc | lim g¢(w,) = 0.

n—-+o0o

Comme g est continue et strictement croissante (question 10), on a pu appliquer
le théoréme de la bijection et sa bijection réciproque est continue aussi. Donc
wn =g~ (g(wn)) = g7 (0) = a car g(a) = 0.

Donc| lim w, = a.
n—-+o0o

14. En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.

un
On a w, = o donc u,, = 2n - w,,.

Comme w,, — a quand n — +o00, on a :

Up = 2N - Wy, ~ 20 - o = 2an.

Donc |u,, ~ 2an.
n—-4o00




