Lycée Louis Pergaud - Besangon
DS1 Remise en route

ECG2 — Mathématiques Vendredi 18 Septembre 2026

La calculatrice est interdite. Durée de I’épreuve : 4h.

1. Lire le sujet en entier et en détail avant de commencer.

2. Une importance particuliére sera attribuée a la rigueur de la rédaction et des justifications,
qui devront étre concises mais précises.

3. Une présentation agréable sera appréciée : laissez une marge a gauche, la premiére page
libre, et encadrez vos résultats. L’absence de respect de cette consigne entraine
une minoration de la note.

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que les librairies numpy et
numpy.random de Python sont importées avec les commandes respectives import
numpy as np, et import numpy.random as rd.

Exercice 1- Edhec 2018 (reprise TD)

La lettre n désigne un entier naturel non nul.
Soit f,, la fonction définie sur Ry par f,(x) =1 —x — 2"

1. Montrer que I’équation f,(x) =0 d’inconnue x admet une seule solution, notée w,,.
2. a) Vérifier que u,, appartient a |0, 1].
b) En déduire le signe de f,1(u,) puis établir que la suite (u,)nen est croissante.
c¢) Conclure que la suite (u,)nen converge et que sa limite appartient a [0, 1].
d) Montrer par ’absurde que la limite de la suite (u,),en vaut 1.

1. Soit n € N* et soit f,, la fonction définie sur R par
folz) =1—2 —2a".

Cette fonction est dérivable sur R, comme fonction polynomiale et sa dérivée est
donnée par Vo € Ry, f/(z) =—1—na" .
Comme n > 1 et z > 0, on obtient nz" ! > 0, donc

fr(x) <.

Ainsi, f, est strictement décroissante sur R,.
De plus,

fa(0)=1>0 e f,(1)=1-1-1=-1<0.
Par le théoréme de la bijection, il existe exactement un réel u, avec wu, €]0, 1] tel
que f,(u,) = 0.
Alinsi,

ANu, €]0,1[, fulu,) =0.

2. On étudie maintenant la suite (u,),en.

a) Tout d’abord, on a déja montré que 0 < u, < 1. Donc u, €]0, 1].
b) Comme u, est solution de f,(x) =0, on a

n
1—wu, —u, =0,



donc
n
1—-u, =u,.

Alors

for1(up) =1 —u, —u™ =u? — ™ =0 (1 — u,).

Or 0 <u, <1, donc u, >0et1—u,>0.Ilvient

fn+1 (Un) > 0.

La fonction f,+1 est aussi strictement décroissante sur R, car
fri(x) =—=1—(n+1)z" <0.
Comme f,,11(u,) > 0= frr1(uns1), la stricte décroissance de f, 1 entraine
Up < Upyq-

Donc

la suite (u,)nen est croissante.

La suite (uy,)nen est croissante et majorée par 1, car 0 < u,, < 1 pour tout n.
Par le théoréme de convergence monotone, la suite (u,),en converge vers une
limite ¢ telle que

0</< 1.

Ainsi,

¢ €[0,1].

Il reste & montrer que ¢ = 1.

Supposons par 'absurde que ¢ < 1. Alors il existe a tel que £ < a < 1. Comme
u, — £, pour n assez grand on a u, < a. Donc

0<u, <a".
Or 0 <a <1, donc a” — 0. Par le théoréeme des gendarmes,
uy — 0.
Mais, puisque u,, est solution de f,(x) =0, on a
Uy =1—uy,.
En passant a la limite, on obtient

0= lim w,= lim (1 —w,)=1-1¢,
n——+00 n—-+00

ce qui donne ¢ = 1, contradiction avec ¢ < 1.
Par conséquent,

lim wu, =1.
n—-+0o

Finalement, on a bien obtenu

la suite (u,)nen est croissante et lim w, = 1.
n—-+o0o




Exercice 2 — Suites réelles, intégrale sur un segment,
étude asymptotique de suites (Reprise DM)

1
1+t
1. Justifier que la suite (u,)nen est bien définie.
2. Calculer ug, uq et us.

3. Montrer que la suite (u,)nen est croissante et majorée par 1.
Que peut-on en déduire ?

1
Pour tout n € N, on pose u,, = / dt.
0

n

1+t

1
4. a) Vérifier que 1 — u,, = /
0

dt pour tout entier naturel n, puis établir :

1
VvnelN, 0<1—-u,<——

n+1
b) En déduire la limite de la suite (u,)nen-
5. A l'aide d’une intégration par parties, montrer :
m2 1 (!
VneN, 1—u,=—=— —/ In(1 + £)dt.
n n Jo

6. Soit z un réel positif. Montrer que 0 < In(1 + z) < .

In2 1
7. En déduire que u, = 1 — il +o (—)
o0 n n

1. Pour tout n € N, la fonction

t—

14 tn

est continue sur le segment [0, 1] comme quotient de fonctions continues ot le déno-
minateur ne s’annule pas. Donc elle est intégrable sur [0, 1], et I'intégrale

1
1
un:/ dt
o 1+tn

est bien définie pour tout entier naturel n.
Ainsi,

la suite (u,)nen est bien définie.

2. On calcule les trois premiers termes.

-Pourn=0: . .
1 1 1
UOZ/—Odt:/—dt:—,
o 1+t 0 2 2
-Pourn=1:
1 :
Uy = . 1——{—tdt: [1Il(].+t)]0 :1n2

-Pourn=2:

1
1 T
Uy = /0 e dt = [arctant] = 1

Donc

™

u; = 1n 2, Uy =

DO | —

Uy =




3. Soit n € N. On a, pour tout ¢ € [0,1] :
0<t<1 = 0<t"<1 parcroissance de la fonction x — z" sur [0, 1]

Donc

par multiplication de la premiére inégalité par t" > 0, ce qui implique

1 1
> .
L4ttt = 14 ¢n

Par croissance de l'intégrale avec bornes dans le bon sens (on a déja dit fonctions

continues), on a alors
Un+1 2 Up, -

Donc la suite (u,),en est croissante.

De plus, pour tout t € [0,1], on a 1 < 1+ ¢", donc par décroissance de la fonction
inverse sur R,

0<

<1 1
ce qui donne par croissance de l'intégrale sur [0, 1] :
0<u, <1.

Ainsi,

(Un)nen est croissante et majorée par 1.

Par le théoréme de convergence monotone, la suite (u,)nen converge vers une limite
¢ avec
0</(<1.

1
/ 1dt — / dt
T+
/ ( T t") dt  (par linéarité de l'intégrale)

4. a) Pour tout n € N,

1—u, =

Donc

1 tn
1—un:/ dt
o 1+tn

On multiplie 'inégalité (1) par t" >0 :

t’n
<t".

0<
14t

En intégrant sur [0, 1], on obtient (croissance de I'intégrale, bornes dans le bon
sens et fonctions continues) :

1
n+1

1
Ogl—ung/ t"dt =
0



Donc,

1
VvneN, 0<1—wu, < ——.
n+1

b) Comme —— 0, le théoréme des gendarmes donne

n—+ n—+00

1—-u, ——0,

n—-+o0o
soit
w, —— 1.
n—-+4o0o
Ainsi,

lim u, = 1.
n—-+4o0o

5. On va maintenant obtenir le développement asymptotique de wu,,.

Soit n € N*. On sait que
1
1
1—u, = / 1— dt
0 14"

1
tn
By
o T+t
1 n—1
t t
_/ oty
o L+t" n

Pour calculer cette intégrale, on effectue une intégration par parties sur [0, 1] en
posant

-1
, nt"
Ut

t
et vit— —.
1+1tn n

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, 1], avec

1
w:t—In(1+¢") et v’:tl—>g.
Donc :
1
1—u, = / o' (t)v(t) dt
" 1
= [l [ o d
0
m2 1 (!
_nz_ _/ In(1 + ") d.
n o nl
Alinsi,
m2 1 (!
1~y = — — —/ In(1+¢")dt.
nnlJ

6. Soit x > 0. On considére la fonction

¢ : [0, +00]— R, r+— z —In(1+ x).



Pour tout = € [0, 4+o00[, on a 1 +x € [1,+0o0[, donc In(1 + z) est bien défini. Ainsi,
¢ est définie sur [0, +o00|. Elle est dérivable sur cet intervalle comme composée de
fonctions dérivables, et, pour tout z €]0, 400,

1_:C
1+2z 14z

Y'x)=1 > 0.

Donc ¢ est strictement croissante sur [0, +oo[. Comme ¢(0) = 0, on en déduit que,

pour tout x > 0,
p(r) = ¢(0) =0

c’est-a-dire
r—In(l+x)>0

donc
In(l+2z) <.

D’autre part, pour tout x > 0, on a 1 + x > 1. Comme la fonction logarithme est
croissante sur |0, +o0o|, on obtient

In(1+2) > 1In(1) = 0.

Par conséquent,

Pour tout x >0, 0<In(1+2z) <z.

. Pour tout ¢ € [0,1], on a t" > 0, donc en appliquant le résultat de la question
précédente avec x = t",
0<In(l1+1¢t") <t"

Croissance de l'intégrale avec bornes dans le bon sens et fonctions continues sur
[0, 1], on obtient

1 1
OS/HMG+fﬂﬁfa/tWﬁ: .
0 0 n+1

Alinsi,
I 1 1
0<— [ m(1+t")dt< ——=0(—].
_n/o n(l+#%) “nn+1) 0(n>
En utilisant la formule de la question 5, on a

n2 1 [*
un=1—1L+~i/IM1+ﬂﬁﬁ
0

n n

In2 (1)
Up=1——40|—|.
n n

In2 < 1 )
u, = 1——4o(~).
n——+00 n n

11 vient donc

Finalement,




Exercice 3 (EDHEC 2020)

Dans tout I’exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n ( n > 2 ), on note
Id 'endomorphisme identité de E et # ’endomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme
f de E, on appelle trace de f, le réel, noté Tr(f), égal a la trace de n’importe laquelle des

matrices représentant f.
On admet que l'application trace, ainsi définie, est une forme linéaire sur L(F).

Partie 1 : préliminaires

1. On considére un projecteur p de F, ¢’est-a~-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
a) Montrer que F = Ker(p) @ Im(p)
b) Etablir que Im(p) = Ker(Id — p)
c) En déduire que p est diagonalisable et que l'on a :

rg(p) = Tr(p)

2. Montrer par récurrence sur k (k € N*) que, si Ey, ..., Ej sont des sous-espaces vectoriels
de Falors on a l'inégalité :

dim(E, + -+ + Ey) < dim(Ey) + ... + dim(Ey)

Partie 2 : condition nécessaire et suffisante pour qu’'une somme de
projecteurs soit un projecteur
Soit un entier naturel k£ supérieur ou égal a 2. On considére des projecteurs de E, notés
P1,P2, ..., Pk €t on note gy = p1 + P2+ ... + Pi.
3. Montrer que si, pour tout couple (i,5) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6, alors g,
est un projecteur.

On suppose dans toute la suite que qi est un projecteur et on souhaite montrer que, pour
tout couple (i, j) de [1,k]? tel que i # j, on a p;op; = 0.
4. a) Montrer que Im(qy) est inclus dans Im(py) + ... + Im(pg).

b) Etablir, grace aux résultats de la partie 1, que rg(qx) = dim(Im(p;) + ... +Im(pg)),
puis en déduire que Im(gx) = Im(py) + ... + Im(pg).

c¢) Etablir finalement 1'égalité
Im(gx) = Im(py) @ ... & Im(py)

5. a) Montrer que, pour tout j de [1, k], on a I’égalité g; o p; = p;.
k

b) En déduire que, pour tout j de [1,k], on a : Va € E, Zpi (pj(x)) = 0.
i2j
¢) Montrer alors que, pour tout couple (4,5) de [1, k] tel que i # j, on a p; o p; = 6.
6. Conclure quant a I'objectif de cette partie.

1. a) Soit x € E. On ax = (z — p(z)) + p(x), avec p(z) € Im(p) et
p(z = p(x)) = p(z) — p*(z) = 0.

Donc E = Ker(p)+Im(p). Si x € Ker(p)NIm(p), alors x = p(y) pour un certain
ye E, et




La somme est donc directe :

E = Ker(p) @ Im(p).

On pouvait aussi utiliser le théoréme du rang :
dim(Ker(p) + Im(p)) = dim(£) = dim(Ker(p)) + dim(Im(p))

et donc la somme est directe (somme des dim=dim de la somme).

Raisonnons par double inclusion. Soit x € Im(p). Il existe y € E tel que
x = p(y), et alors

z —p(x) = ply) —p*(y) =0,
donc z € Ker(Id — p). Donc |Im(p) C Ker(Id — p).
Réciproquement, si z € Ker(Id—p), alors x —p(z) = 0, donc x = p(z) € Im(p).
Donc |Ker(Id — p) C Im(p).

On a donc bien

Im(p) = Ker(Id — p).

J’ai ommis de retirer cette question, je pensais I’voir retirée mais elle
m’a échappée a la relecture. Les questions précédentes donnent

E = Ker(p) @ Ker(Id — p).

Dans une base adaptée a cette somme directe, la matrice de p est
Op_r O .
( 0 [r) , r = dim(Im(p)).

Elle est diagonale, donc p est diagonalisable, et

Tr(p) = r = dim(Im(p)) = rg(p).

Par conséquent,

p est diagonalisable et rg(p) = Tr(p).

2. On procede par récurrence sur k € N*.
Initialisation.

Pour £k =1, 0n a

dim(E;) = Z dim(E;),

donc la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité.
Soit k € N*. On suppose que

k
dim(Ey + -+ + E) < Y dim(E)).
i=1



4.

Montrons que
k+1

dim(E; + -+ + Ep + Epq) < ) dim(E).
=1

Posons F' = E; 4+ - -+ + E). La formule de Grassmann donne
dim(F + Eyyq1) = dim(F) + dim(Eg1q) — dim(F N Egyq) < dim(F) + dim(Egyq).
L’hypothése de récurrence permet donc d’écrire

k+1
dim(Ey + -+ + Epq) < ) dim(E)).

=1

La propriété est donc héréditaire.
Conclusion.
Par application du principe de récurrence,

k
Vk €N, dim(Ey+---+ E) <> dim(E;).

i=1

Si p; o p; = 0 pour i # j, alors

- () ()

k k
=Y P+ piopi =Y pi=[d]
=1 i=1

i#]

Donc ‘qk est un projecteur. ‘

k k
a) Pour tout x € E, q(z) = sz(x) appartient a Z Im(p;). Donc

i=1 i=1

Im(qx) C Z Im(p;).

b) L’inclusion précédente donne déja

rg(qr)) < dim (Z Im(m)) :

i=1

Par linéarité de la trace et la question lc,

rg(ae) = Tr() = > Te(ps) = 3 dim(Im(p.).



La question 2 donne :

dim (Z Im(pz-)> <rg(qr) = Zdim(lm(pi)).

On a donc :

rg(qe) = dim (Z Im(pi>> :

k

Puisque Im(qx) C Z Im(p;), on obtient :
i=1

t(ge) = 3 Im(py).

k k
La question précédente a montré que dim (Z Im(pi)> = Zdim(lm(pi)).
i=1 i=1
Ainsi, le cours donne que la somme des images est directe, et donc
k
Tm(gi) = @ Im(ps).
i=1

Soit j € [1,k]. Comme p;(E) C Im(gy) et que g; est un projecteur, g est
I'identité sur son image. Donc

En développant cette égalité, pour tout x € F,

Zpi(pj(fc)) = p;(x),

soit
Vr € F, Zpi (pj(2)) +pj(x) = pj(x)

i=1
]

donc

k
Ve e F, Zpi (pj(x)) = 0.

i=l
i#j

La somme des images étant directe, chaque terme de cette somme nulle appar-
tient & un sous-espace distinct et doit étre nul. Ainsi, pour tout @ # j,

d’ou

piop;="0.




6. La question 3 fournit la suffisance, et les questions 4 et 5 la nécessité. Finalement,

qx est un projecteur
si et seulement si

(i, 5) € [LE]®, i#j = piop;=9.




Probléme - Ecricome 2012 modifié (Reprise CB)

Les deux premiéres parties sont indépendantes et la troisiéme utilise certains résultats
obtenus dans les deux premiéres parties.

La partie I est consacrée a 'étude de deux endomorphismes sur R, [x].

La partie II consiste a calculer I'espérance et la variance de Zj ainsi qu’a calculer la somme
+00

Z P(Zy, = r) sous réserve de convergence.
k=0
La partie III fournira la loi de Zj, ainsi que I’étude de la convergence de la série Z P(Zy=r).

k>0

Partie | : Etude de deux endomorphismes.

Soit n un entier naturel. On note R,,|z] I’ensemble des polynomes a ccefficients réels de degré
poly

au plus n.
Pour tout k € {0,1,...,n}, on désigne par e, le polynome de R, [z] défini par : e, = 2*.
Rappelons que Z = (eg, e1, ..., e,) est une base de R, [z].

Si P € R, [x], on définit les fonctions f(P) et g(P) par :

Ve e R\ {1}, f(P)(x)= : /IIP(t)dt et f(P)(1) = P(1),

r—1

Ve eR, g(P)(z)=(zx—1)P(x)+ P(x).

1. Prouver que g est un endomorphisme de R, [x].

Soit P € R, [z]. Pour tout x € R, on a :
9(P)(z) = (z = )P'(x) + P().

Comme P € R,[z], on a deg(P) < n, donc deg(P") < n — 1.
D’ou deg((x — 1)P’) < n et deg(P) < n, donc deg(g(P)) < n.
Ainsi, g(P) € R,[z], ce qui prouve que ¢ : R, [z] — R, [z].
Montrons que g est linéaire. Soient P, Q) € R, [z] et A € R.
Pour tout z € R :

9(P+Q)(z) = (z = 1)(P + Q)'(z) + (P + Q)(x)
= (z = 1)(P'(x) + Q'(2)) + P(x) + Q(x)
= (z = 1)P(x) + P(z) + (z = DQ'(z) + Q(x)

—_

Et :

Donc | g est un endomorphisme de R, [z]|.

2. Soit P € R, [z]. Calculer f(g(P)) puis justifier que Ker(g) = {0}.



Soit P € R, [z]. Pour tout x € R, on a :
9(P)(z) = (z = )P'(z) + P(x).
Calculons f(g(P)) pour z # 1 :

1
r—1

f(g(P))(x) = / Cg(P)(r)dt
- /1"”[@_1)13/() P(t)]d

r—1

:xil{/j(t—lp’ dt+/P ]

Pour la premiére intégrale, effectuons une intégration par parties avec u : t —t — 1
et v :t > P(t) qui sont de classe C' sur R :

/f(t C )P dt=[(t— )P — /1 P(t)dt = (z — 1)P(z) — 0 — /1 P(t)dt.

D’ou :
f(g(P))(z) = ! {(93 —1)P(z) — /lx P(t)dt + /f P(t) dt} _ (z —1)P(x)

r—1

po| = P(x).

Pour x = 1, on a par définition :

flg(P))(1) = g(P)(1) = (1 =1)P'(1) + P(1) = P(1).

Donc | f(g(P)) = P|pour tout P € R, [z].
En particulier, si P € Ker(g), alors g(P) = 0, donc :

P =f(g(P)) = f(0)=0.

Ainsi, | Ker(g) = {0} |

3. Démontrer que ¢ est un isomorphisme, que ¢~! = f et que f est un endomorphisme de
R, [z].

D’aprés la question précédente, Ker(g) = {0}, donc g est injective.

Or g est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie R, [z] (de di-
mension n + 1).

Donc g injective = g surjective = ¢ bijective par le théoréme du rang.

Alinsi, ‘ g est un isomorphisme ‘

D’aprés la question précédente, on a f o g = Idg, (5.

Comme g est bijective, on peut appliquer ¢~ ' a droite de I’égalité précédente, ce qui
donne :
f=fogog 't =Tdg,pmog™"

Ainsi, |¢g7' = f|

Comme  f = g et que g est un  endomorphisme,




| f est un endomorphisme de R, [z]|.

4. Ecrire la matrice A de f dans la base Z = (eg, ey, . ..,¢e,) ainsi que la matrice B de g
dans cette méme base.

Pour calculer la matrice de f dans la base %, calculons f(e;) pour tout k €
{0,1,...,n}.
Pour tout z € R\ {1} :

r—1|k+1], z-1 k+1 (k+D@-1)

1 tk+1 r 1 xk+1 -1 l’k+1 -1
rz—1 { ]

1 x
flen@) = [ =
1
Or 2" —1 = (z—1)(2" + 2" ' +---+2+1) d’aprés la formule de Bernoulli, donc :

P b ] 1 < i 1 &
Jlew)(e) = kAt 1 _k+1;x —m;‘%(‘”)-

k11

k
1
Pourle,onaf(ek)(l):ek(l)zl—k+1 —k+1j201:k—+1(k:+1).

Donc :

1
k T 1
E+1
Ainsi, dans la base 4, la colonne k de A (pour k € [[0,n]) est : 1 (les k+1
E+1
0
0
premiers coefficients valent T les autres sont nuls).
Donc :
] 1 1 1
2 3 1
, 1 "
2 3 n T 1
A= !
00 -
3 n+1
1
0 0 0
n+1

Pour la matrice B de g, calculons g(ex) pour tout k € [0, n].



Pour tout z € R :

glex)(x) = (x — Dkel(z) + er(z)
= (z — 1)ka® 1 4 2"
= k" (x — 1) + 2"
= kab — ka* 4 oF
= (k+ Dak — ka* 1,
Donc :
gler) = (k+ 1)ex, — kex—1 (en convenant que e_; = 0).

Ainsi, la colonne k de B dans la base % est :

0
0
k;_+k1 (coefficient — k en ligne k — 1 si k > 1, coefficient k£ 4 1 en ligne k).
0
0
Donc :
1 -1 0 0 0
0 2 =2 0 0
o 0 3 -3 0
b= . : . . :
00 0 -+ n -n
0 0 0 0 n+1

5. Pour tout k£ € {0,1,...,n} on désigne par u; le polynome de R,[z] défini par :
up = (v — 1)".

Prouver que ¢ = (ug, u1, ..., u,) est une base de R,[z].

La famille € = (ug, uq, ..., u,) est constituée de n + 1 polyndomes de R, [x], qui est
un espace vectoriel de dimension n + 1.

Les polynomes u; = (z — 1)* ont des degrés échelonnés : deg(u;) = k pour tout
ke{0,1,...,n}.

Donc % est libre, et par conséquent | 4" est une base de R, [z] |

6. Calculer f(u,) pour r € {0,1,...,n}. En déduire la matrice A" de f dans la base
€ = (ug,uq,...,uy,), ainsi que la matrice B’ de g dans cette méme base.

Soit r € {0,1,...,n}. Pour tout x € R\ {1} :

Flur) (@) = — /j(t—l)rdt: ! [(t—l)”lr: L @=1)*-0_ (-1

r—1 r—1 r+1 1 r—1 r+1 r+1

Pour z =1, on a f(u,)(1) = u,(1) =0.



Donc :

1
= U
r+1

f(u)

r |

Ainsi, dans la base €, la matrice A’ de f est diagonale :

1 0 0 0
010 0
2

1
A’:Oog' 0
1

0 0 O
n+1

Comme g = f~!, la matrice B’ de g dans la base € est 'inverse de A’, donc :

100 0
0 2 0 0
g—1003 0
00 0 n+1

7. Justifier que : Vs € {0,1,...,n}, es= Z <8> U,
r

et que: Vre{0,1,...,n}, u, = Z(—l)’"’j (T) e;.

=0
Pour tout s € {0,1,...,n}, on a:
es(x) =2 = (1+ (z —1))°.

Par la formule du bindme de Newton :

1+ (z—1)° = Z (j) 15" (2 — 1) so (j) (x—1) = SO (j) ().

r=0 r= r=
L (s
Donc |e, = < >ur .
r
r=0
De méme, pour tout r € {0,1,...,n},on a:

up(r) = (z = 1)" = ((x) + (=1))".

Par la formule du bindme de Newton :

@+ 0y =3 () = (e = e (et




Donc |u, = i(-gr—j <T> e

=0 J

8. Déterminer la matrice de passage P de £ a €, puis la matrice de passage () de € a A.

La matrice de passage P de A a € est la matrice dont la colonne r contient les
coordonnées de u, dans la base %.

D’aprés la question précédente, on a :
r r
Uy = (-UM(') ¢

Donc la colonne r de P (pour r € {0,1,...,n}) est :

0
0
Donc :
1 -1 1 -1 (—1)"
0o 1 -2 3 (—=1)"'n
p—lo o 1 -3 (—1)"-2(72’)
00 0 0 |

La matrice de passage () de € a A est la matrice dont la colonne s contient les
coordonnées de e, dans la base €.

D’aprés la question précédente, on a :

S
s
€s Uy
T
0




Donc la colonne s de @ (pour s € {0,1,...,n}) est :

_ »n O ®»

0
0
Donc :
0 1 2 3 4 n
0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 n
0
1 1 1 1 1
2 3 4 n
0 0 2 2 2 2
e=lo o o (% (¢ K
3 3 3
4 n
0 0 0 0
4 4
0 0 0 0 0 - (n)
n
0
9. Déterminer (A’)", puis calculer A 0 pour tout k£ € N. En déduire que :
1

VEEN, fHe) =) (Z(—U” (ﬁl(gk) e.

Jj=0

11 1
D’aprés la question 6, A’ est diagonale avec les valeurs diagonales 1, 23 nE T
n
Donc :
1 0 0 0
1
0 oF 0o - 0
1
(A’)k: 0 0 3" 0
1
0 0 O
(n+ 1)k

Montrons par récurrence sur k € N que A¥ = Q(A)"P.
Initialisation : Pour k =0, on a A° = I,,,; et (A)" = I,,..




Donc Q(A°P = QI,..P = QP = I,., car d’aprés la question 8, P et @ sont
inverses I'une de 'autre.

Donc A% = Q(A")°P.

Hérédité : Soit k& € N. Supposons que A* = Q(A")*P.

Montrons que A" = Q(A")*P.

On a :

AR — 4. AR
— A-Q(A)*P (par hypothése de récurrence)
= QA'P-Q(A)P (car A= QA'P)
= QA(PQ)(A)'P
= QAL (AP (car PQ = Ip11)
= QA (AP
— QAP

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : Par récurrence, pour tout k € N, | A¥ = Q(A)*P|.

0
Calculons A* O , qui représente les coordonnées de f*(e,) dans la base 4.
1
0 0
Le vecteur | © | est la derniére colonne de lidentité done P | © | est la derniére
1 1

colonne de P, qui est :

<—1>0(Z)
Donc : ( 1)n(n)
. (-)™-1 1k10n
N[ i (e
(AP 0 = 1 = 2"3
Yo\t V")
(n+ 1)k

)

Donc le coefficient de la ligne r est
(r+1)*



Maintenant, calculons Q[(A")*P 0 ].

1
Le coefficient de la ligne j de ce vecteur est :

- =D ()
;QM ECES I

r
Or la ligne j de () commence par j zéros, puis contient les coefficients () pour

J
r> 7.
Donc :
0
L 1y (™)
ligne j de 4" | £ [y =S (7). ETL)
(1gnej de 0 ) ; (]) (T+1)k
1

On constate ici une légére erreur d’énoncé : I'énoncé dit (—1)"7, alors que nous
avons (—1)""". Je ne vois pas comment obtenir la version demandée.

" (= e GO
frlen) =) (Z(—l) m) €

j=0 \r=j

Donc :

Partie Il : Etude d’une suite de variables aléatoires.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1. On dispose de n+ 1 urnes notées Uy, Uy, ..., U,
et on suppose que pour tout i € {0,...,n}, 'urne U; contient i+ 1 boules numérotées 0, 1,. . . , .

On s’intéresse au jeu suivant :

— Au premier tirage, on pioche une boule dans I'urne U,,. Si la boule porte le numéro r
alors on repose la boule dans I'urne U, puis le tirage suivant s’effectue dans I'urne U,.

— Plus généralement, pour tout entier naturel £ non nul, si la boule numéro s a été piochée
au k-ieme tirage dans une certaine urne, on repose cette boule dans la méme urne puis
on effectue le (k + 1)-iéme tirage dans l'urne Us.

Pour tout entier naturel %k, on note :

— Z) la variable aléatoire égale au numéro de la boule piochée au k-iéme tirage.
On convient que Zy = n.

— Fy le polynéme de R, [z]| défini par : Vo € R, Fy(x) = Z P(Z, =r)x".
r=0

— E(Z) V'espérance de la variable aléatoire Zj.

10. Pour tout k € N, déterminer Z;(€2).
Que dire de la loi de Z; 7 En déduire I'expression de Fj.

On a déja vu que Zy = n par convention, donc Zy(2) = {n}.
Montrons par récurrence sur k € N* que Z;(2) = [0; n].

Initialisation : Pour k = 1, le premier tirage s’effectue dans I'urne U,, qui contient
n + 1 boules numérotées de 0 a n.



Donc Z;(€2) = [0;n].

Héréditeé : Soit k € N*. Supposons que Z;(€2) = [0;n].

Montrons que Zj11(£2) = [0;n] par double inclusion.

Inclusion C : Puisque le tirage k + 1 s’effectue dans une urne U; pour un certain
i € [0;n], alors Zx,1 ne peut prendre que des valeurs dans [0; ], qui est lui-méme
inclus dans [0;n].

Inclusion D : Soit r € [0;n].

Par hypothése de récurrence, n € Z,(2) (car Z,(Q2) = [0;n]).

Il existe donc un événement w € 2 tel que Z(w) = n, et dans ce cas, au (k+ 1)-iéme
tirage, on tire dans l'urne U,, qui contient toutes les boules numérotées de 0 a n.

En particulier, il est possible d’obtenir Z;,; = 7.
Donc r € Z11(Q2), d’ou [0;n] C Zki1(92).
Conclusion : Par double inclusion, Z;1(€2) = [0;n].

Par récurrence, pour tout k € N*|| Z,(Q) = [[0; n]. | Pour Z;, on tire au premier tirage

dans 'urne U,, qui contient n + 1 boules numérotées de 0 a n, toutes équiprobables.
Donc | Z; < U([0;n]) | (loi uniforme sur [0;n]).
Ainsi, pour tout r € [0;n] :

1
P<Z1:T):n+1
Donc :
& o= T 1 <« ., 1 a1
F1(x):ZP(ler)x = n+1:n+1 x =1 71
r=0 r=0 r=0

pour z # 1, et Fi(1) = 1.
11. A T’aide de la formule des probabilités totales, prouver que :

VkeN, vre{01,...,n} P(ZHI:T):ZM.

Soit k € N et r € [0;n].
Les événements (Zy = i) pour i € [0;n] forment un systéme complet d’événements.
Donc par la formule des probabilités totales :

P(Zj1=71) = ZPZk i Zr =7) - P(Z = 19).

Calculons Pz, —)(Zy41 = 1).
Sachant que Z; = i, le tirage k + 1 s’effectue dans I'urne U; qui contient i + 1 boules
numeérotées de 0 a 1.
Donc :

— Sir < 4, alors la boule numéro 7 est présente dans U;, et Pz, —(Zp11 =7) =

1
i+ 1
— Sir >4, alors la boule numéro r n’est pas présente dans U;, et Pz, —i(Zp+1 =

r) = 0.




Donc :

D’ou :

12. Etablir les formules suivantes valables pour tous entiers k € N et » € {0, 1,..

. . " P(Z, =i
1=0 i=r
" P(Z, =1
P(Zii=1) = %

(R1):  (n+1)P(Zyy =n) = P(Z, =n)

(R2)

Donc :

D’ou :

Soit k € N.
Pour (R,) :

D’aprés la question précédente, avec r = n :

"“P(Z,=1) P(Zy=n)
P Z pu— pu pum .
(Zirr =) ; it nt 1
Dou:|(n+ 1)P(Zyy1 =n)=P(Zy =n) |
Pour (R») :
Soit r € [0;n — 1].
D’apreés la question précédente :
“\P(Zy =i
Pz =) = S
"\ P(Z, =)

P(Zpp=r+1)= Y

i=r+1 v+ 1

(r+ DP(Ziss = 1) — (r + DP(Zyyn =7+ 1)
Y PEED gy P&

—~ i+l = il
P(Zr=7) <= P(Zy=1i) <K P(Z,=1)

AR D e e ED Dl
T+ 1 1=r+1 U 1 i=r+1
P(Zk:T)

— 1). =~>—=2% "~/

(r+1)-— "

1+ 1

(T + 1)P(Zk+1 = 7’) - (7’ + 1)P(Zk+1 =r—+ 1) = P(Zk = 7‘) .

on—1}:

(r+0)P(Zga=7)—(r+1)P(Zypy=r+1)=P(Z, =r).



13. On admet dans cette question que la série ZP(Zk =r) converge pour tout r €
k>0
—+00
{1,...,n} et on pose S, = ZP(Zk =r).
k=0
En sommant les relations (R) sur tous les entiers k& € N, donner la valeur de S,,.
En sommant les relations (Rz) sur tous les entiers k£ € N, donner la valeur de S,,_; et
montrer que la suite (7S, )1<,<n—1 €st constante.

En sommant la relation (Rq) sur tous les entiers k € N :

—+00
> (n+1)P(Zkp1 = n) ZP (Z, =n)
k=0
Soit :
+00 “+oo
(n+1)Y P(Zy=n)=Y P(Z =n).
k=1 k=0
D’ou :

(n+1)(S, — P(Zo = n)) = Sh.

Or Zy = n par convention, donc P(Zy =n) = 1.
Ainsi :

n+1

n+1)S,—(n+1)=S, = nS,=n+1 = |S,= .

En sommant la relation (Rs) sur tous les entiers k € N, pour r € [0;n — 1] :

g[(’f’ +DP(Zyr =71) = (r + DP(Ze =1+ 1) = > P(Zy=1).
Soit :

(r+1)§P(Zk =7) - (r+1)§P(Zk =r+1) ::Z:p(zk = 7).
Dot :

(r+1)(S, —P(Zo=r))—(r+1)(S;1 —P(Zy=r+1)) =5,

Or P(Zy=r)=1sir=net0 sinon.
Pour r € [O;n —1],ona P(Zy=r)=0et P(Zy=7r+1) =0 (sauf si r + 1 = n).
Pourr=n—-1:

(n)(Sp—1—0) —n(S, —1)=5,_1.
(n)Sp—1 —nS, +n= 5,1
n+1
n

(n—1)S,.1=nS,—n=n- —n=n+1—-n=1.

Donc : | S,,_1 =




Pour r € [1;n —2] :
(r+1)S.—(r+1)Smu=5 = rS.=(+1)S.

Donc pour tout r € [1;n — 2], on a rS, = (r + 1)S,41.
Cela signifie que la suite (rS,)1<,<n—1 €st constante, avec :

rS,=(n—1)S,-1 =1 pour tout r € [1;n —1]|

14. Soit £ € N. Démontrer la relation :

(S): VzeR, (x—1)F () + Fr(z) = Fi(x).

Soit k€ Net z € R.

On a: . .
Fi(z) = ZP(Zk =r)z" et Frpu(z) ZP(ZkH =r)x
r=0 r=0
Donc : .
Fiy(2) =) P(Zry =7) Zr P(Zjy1 = )2’ L.
r=1
D’ou :

(z = 1) F () + Frpa(2)

= ZT . P(Zk+1 = T')Zl')r — ZT . P(Zk—l—l = T)l’r_l + ZP(Zk+1 = T)ZET
r=1 r=1 r=0
= [rP(Zies = 1) + P(Zia = 1)la” + P(Zpaa = 0)2° = 3 v P(Zpa = 1)a"™!
r=1 r=1
= (r+ 1)P(Zpp1 =1)a" + P(Zpy1 = 0) = Y 1+ P(Zpyy =1)2" "
r=1 r=1
n n—1
= Z(r + 1)P(Zyy1 =1)a" — Z(s +1)P(Zyy1 =s+1)x® (s =r—1 et terme rentré)
r=0 s=0
n n—1
= (r+ DP(Zppy =r)a” = _(r+ DP(Zpps =1+ 1)a”
r=0 r=0
n—1
=Y (r+D[P(Zis1 =7) = P(Zepy =7+ D]a" + (n+ 1)P(Zps1 = n)a".
r=0

D’apreés la question 12, on a :
— Pourr e [0;n—1]: (r+ D)P(Zpp1=7r)—(r+ D)P(Zpp1 =r+1) =P(Z, =r).
— Pourr=n: (n+ 1)P(Zx1 =n) = P(Z, =n).

Donc :

(x = 1)Fp (2) + Frga(z ZP (Zy =r)x

= Fk( ).




15.

| Donc (z — 1)Fyq (@) + Fipa(z) = Fi(2)|.

a) Soit k € N. Etablir que F,(1) = E(Zy) et F/'(1) = E(Z(Z, — 1)).

Soit k € N. On a : .
Fu(z) =) P(Z =r)a"
r=0
Donc : . N
Fi(z) = Zr P(Z,=r)2" ' = Zr P(Zp=r)z"!
r=0 r=1
D’ou : . .
Fi(1)=> r-P(Zy=r)=)Y_r-P(Z=r)=|E(Z)
r=1 r=0
De plus :
Flx) =Y r(r=1)-P(Zy=r)2"2 =) r(r—1)-P(Z,=r)a""
r=1 r=2
D’ou :
F'1)=) r(r=1)-PZr=r)=) r(r—1)-P(Z.=r)=|E(Z.(Zx — 1)).
r=2 r=0
On a utilise le théoréme de transfert (sans probléme car les sommes sont finies).

b) En dérivant une fois puis deux fois la relation (S), donner la relation de récurrence
vérifiée par la suite (F}(1))ren ainsi que la relation de récurrence vérifiée par la suite

(£ (1)) ken-

D’apreés la relation (S), on a pour tout x € R :
(z = D) Fppa(2) + P () = ().

Dérivons cette relation une fois (les fonctions sont polynomiales, donc dérivables
autant de fois que l'on veut) :

Fi(@) + (x = DF (2) + Fry () = Fi(x).

Soit :
2F; 1 (2) + (z = 1) E/, (z) = Fj(x).

En évaluant en x =1 :

2Fp, (1) = Fi(1) |

Dérivons la relation 2F, (z) + (z — 1)F}, () = Fj(x) une deuxiéme fois :
2F 0 (2) + Fiyy () + (¢ = D) F (2) = F ().

Soit :

3F () + (v = DFL (2) = F(2).



En évaluant en z =1 :

3F¢ (1) = F/(1)|

¢) Donner la valeur de F}(1) et de F}/(1) en fonction de & et n.
Expliciter alors la variance V(Zy) de Zj en fonction de k et n.

D’aprés la question précédente, on a 2F; (1) = F/(1), donc :

_ KO
Par récurrence, on obtient :
(1)
F(1) = =2

Or Fy(x) = 2" (car Zy = n avec probabilité 1), donc Fj(x) = na™ ! et Fj(1) =
n.
Ainsi :

n

De méme, 3F, (1) = F}'(1), donc :
k+1 k

Fa() = 0
Par récurrence : .
rw = 8
Or Fy(z) = 2", donc Fy(x) = n(n — )" 2 et FJ(1) =n(n —1).
Ainsi :
FI(1) = % |

D’aprés la question 15.a), on a :

E(Z) = F(1) = o et E(Zu(Zx 1)) = F(1) =

n
2k
Or :

nn—1) n
B

On a utilsié la linéarité de I'espérance et le fait que Z7 = Zy(Z — 1) + Zj.
Donc :

E(Z;) =E(Zy(Z, — 1)) + E(Z) =

V(Z) =E(Z;) - [E ( w)]” (Koenig-Huygens)

:n(n—l < )

n(n - 1)

T3k T ﬁ VT

nn—1) n n?
3k 9k 92k




Partie Ill : Loi de chacune de ces variables aléatoires.

On reprend toutes les notations des parties I et II et on pourra admettre tous les résultats
établis dans ces deux parties.
Rappelons également qu’a la question I1.4 la relation (S) est démontrée ce qui revient a
écrire :
Vk €N, g(Fyy1) = F), soit encore  f(Fg) = Fji1.

16. Montrer que : Vk € N, ZP(Zk =j)e; = Fi. = f"(e,).

j=0

Soit k € N.
Par définition, on a :

Donc le polynéme F}, s’écrit :

n

Fy =Y P(Z = j)e;.

=0
D’apreés la relation (S) de la question 14, on a pour tout k € N :
(# = 1) Fyp (@) + Fisa () = Fi(2).

Cela signifie que g(Fy11) = Fy, ou g est 'endomorphisme de la Partie 1.
Or d’aprés la Partie I, g = !, donc Fj1 = f(Fy).
Par récurrence sur k :
— Pour k=0 : Fy(x) = 2" = e,(x), donc Fy = e, = f*(en).
— Pour k> 1:si Fj, = f¥(ey), alors Fiy1 = f(F) = f(fF(en)) = f* ™ (en).

Donc |Vk €N, > P(Zx=j)e; = Fy = f*(en)|
=0

17. Soient k € Net j € {0,1,...,n}. A l'aide des résultats obtenus a la partie I, établir que :

P(Zy = j) = Z(—l)”—é’i({;k-

Soit k € Net j € {0,1,...,n}.
D’aprés la question précédente, on a :

Fy = f*en) = Y P(Zk = j)e;.




D’aprés la question 9 de la Partie I, on a :
SIES - ()(E)
k _ _1\r—Ii_ 21N .
fren) = ?:O (;Zj( 1) (r+1)* €.

Par unicité de la décomposition dans la base # = (eq,e1,...,€,), on identifie les
coefficients :

18. Application.
a) Soit j € {0,1,...,n}. Déterminer un réel M;,, tel que :

M;.,,

Vk €N, |P(Z, = )| < ——2n_

puis justifier que la série Z P(Zy = j) converge lorsque j € {1,2,...,n}.
k>0

Soit 7 € {0,1,...,n} et k € N.
D’apreés la question précédente :

P(Z, =j) = Z(_l)r—j (r) (]) ‘

r=j

Donc :

Or pour tout 7 > j, ona (r+1) > (j + 1), donc (r + 1) > (j + 1)* (car la
fonction ¢ + ¢ est croissante sur R).

Donc :
1 1
< - .
(r+1)% = (G+1)
D’ou : ()()
- ") 1 “/n\ [r
P(Z, =j)| < I — .
P =< g = g (o) ()
Posons : .
n\ [r
M., = .
»=2()()
r=j
M.
Alors | |P(Z, = §)| < —22 |,
Pour j € {1,2,...,n},onaj+1>2 donc (j+ 1)* > 2~
Ainsi : M
P(Zk = j)| < =2



L. Mj,n L . L L. . 1
La série E ok est une série géométrique de raison 3 < 1, donc elle converge.
k=0
Par comparaison de séries a termes positifs, la série E |P(Z = j)| converge.

k=0

Donc|la série Z P(Zy = j) converge absolument (donc converge) pour j € {1,2,...

k>0

o

C

b) Déterminer un réel C, tel que : Vk € N, |P(Z;, =0) — 1| < 2—2
La série Z P(Z), = 0) est-elle convergente ?

k>0

Pour j =0et k€ N,on a:

b=y = Sy D6 = )

r=0

car <T> = 1 pour tout r.

0
On a:
D) D) = D7)
P(Z’“_m_l_rzo (r+1)k_1_ 1k +;(r+1)k_1
Soit : . , . e
P(ZkZO)—lzl—l—FZ((; )1<)Tk) :Z((;—zl()rk)
Donc :
n —1)r(n n n
|P(Zk = 0) — 1] 21 <<T _2 1()rk) = — (r Sf)l)k

Or pour tout r > 1, onar+ 1> 2, donc (r + 1)’f > ok,
D’ou :

Posons C,, = 2" — 1.

C, 2" —1
Alors [ |[P(Z, =0) — 1] < = 5

En particulier, P(Z; = 0) — 1 lorsque k — +o0.

Donc |la série Z P(Z) = 0) diverge grossiérement |.
k>0




