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Chapitre 3 : nombres réels et suites de nombres réels
Feuille d’exercices
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Exercice 1 On se donne une suite de réels (uy,)nen telle que lim (Un+1 — Up — ui) =0.
n—-+o0o
1. On suppose dans cette question que la suite (uy)nen ne converge pas vers 400

1 . .
On fixe € €]0, = [ et I'on considére un entier ng tel que ‘un“ — Uy — ui‘ < &2 pour n = ng.

— Montrer que, pour n = ng, on a u, < €.
— Montrer qu’il existe n > ng tel que u,, > —¢.
— Montrer que, pour n assez grand, on a u, > —¢.

2. Que peut-on dire de la limite d’une suite (uy,)nen vérifiant lirf (un+1 — Uy — ui) =07
n—-+00

Exercice 2 Soient (a,b) € R%, (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que :

VneN, u, <a

VneN, v, <b

U, +Vp, — a+b
n—-+o0o

Montrer que :

U, — a etwv, — b
n—-+o0o n—-+o0o

Exercice 3 (*) Soient (uy), oy une suite réelle telle que :

Vne N, wu,>1
Vp, UAS N*) Up+q < UpUg

et (vn)nen la suite définie par :

Inu
Vn e N*, v, = -

n

Montrer que (vy,)nen converge et que sa limite est inl\f; Up.
neN*

0.1 Suites adjacentes

Exercice 4 Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b et p, ¢ deux réels strictement positifs.
On définit les suites (uy)nen €t (vn)nen par up = a, vg =b et Vn € N :

w _ Up + PpUy v _ Up +QqUp
il 1+p = 1+g

1. Comment faut-il choisir p et ¢ pour que :

uy < uyp < vy < vg?

on suppose cette condition réalisée dans la suite de ’exercice.

2. Montrer que pour tout n € N,
Up < Upt1 < Unt1 < Up

3. Montrer que les suites (), ey €t (Vn), ey convergent, puis qu’elles sont adjacentes.



Exercice 5 Soient (u),cn+ €t (Un),cn+ les suites définies pour tout entier n non nul par :

1 1 1 1 1 1
=—+—4=++—=-2Vn+letv,=—4%+—4=+ -+ —=—2Vn
NG NG "V VR NG Vo

1. Montrer que pour tout n € N*,

Un

1 1
vn+1 %

2. En déduire que les suites (up), ey« €t (Vn),en- sont adjacentes.

<2(Vn+1-+/n) <

Exercice 6 Soient (u),cn« €t (Un),cn+ les suites définies pour tout entier non nul n par :

1 1 1 1

1. Montrer que la suite (uy),cy- est croissante et que la suite (vy,), oy« est décroissante.
2. Montrer que pour tout n € N*, on a u1 < up < vy, < v1.

3. En déduire que les suites (uy,) et (vp),en- sont toutes les deux adjacentes.

neN*

Exercice 7 Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On considére les deux suites (uy),,cy et
(Vn)yen définies par :

Up + Up
ug = a, vy = b, et, pour tout n, uy11 = T,vmrl = /UpUn+1.

1. Montrer que les suites (un),cn €t (Vn),cy sont adjacentes.

T a
Soit « le réel de 'intervalle |0, 5 [ tel que cosa = 3
« bsin o
2. Montrer que, pour tout n de N, u,, = v, cos —, puis v, = ——-.
2n 27 8in o5
. .. . . sinx
3. En déduire la limite commune des deux suites. On rappelle que hH[l) =1.
T— X

Exercice 8 Soient w une suite décroissante, convergeant vers 0 et v la suite de terme général
n
k
Up = Z(—l) Uk
k=0

1. Montrer que les suites (vey,) et (vo,4+1) sont adjacentes.

2. En déduire que la suite v converge et que sa limite £ vérifie :

VneN |v, — € < upyr



