Lycée Louis Pergaud - Besangon

Chapitre 8 : Polyndmes
Feuille d’exercices

ECG 1ERE ANNEE — MATHEMATIQUES 2024-2025

Exercice 1 (Echauffement calculatoire)
Développer les polynoémes suivants :

L (22t + 22+ 22 + 2+ 1) (2% =3z +1)

2. (24 2% —x—1)(z% - 22— 1)

3. (22 =4z +1)(z* —2® + 32+ 2)

4. P(Q) et Q(P)avec P=a?+z+1et Q(z) =2 -1

5. P(z) = (z —1)? z": feaht
k=1

Exercice 2 On appelle polynéme pair tout polynéme P tel que pour tout x € R, P(—z) = P(x), et polynéme impair
un polynéme P tel que P(—z) = —P(z).

Montrez que tous les coefficients d’indices impairs d’un polynéme pair sont nuls. Que dire des coefficients d’un
polynéme impair ?

Exercice 3 Déterminez le reste de la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
1 A(z) =2 — 23 + 32 4+ 2 — 1 et B(z) =2° + 2

)
2. A(z) =2 =22 +r et B(zx) =2 — 1
3. A(z) =z" et B(zx) =2 —x — 2.
4. A(z) =a2" =3z +1et B(z) =2? — 3z + 2.
5. A(x) = 2" et B(z) = 2% — 2z + 1.

Exercice 4 Soit P € R[] tel que pour tout x € R, P(z) = P(x + 1).
1. Montrez que si P admet une racine, alors il en admet une infinité.

2. En déduire ’ensemble des polynémes P possibles.

Exercice 5 Soient a,b,c et d des nombres réels. Montrez qu'’il existe un unique polynéme P € Rg[z] vérifiant P(—1) = a,
P'(-1)=b, P(1) =cet P'(1) =d.

Exercice 6 Déterminez 'unique polynéme P € Rs[z] vérifiant P(0) = 2, P'(0) = 3, P"(0) = —2 et P (0) = 6.

Exercice 7
1. Déterminez les polynomes P tels que Vo € R, P(3x) = P'(x)P"(z)
2. Méme question avec P(z?) = (22 +1)P(z)

Exercice 8 Soit (P,)nen une suite de polynomes définie pour tout 2 € R par récurrence par

1
PO(ZU) = 5
Pi(x)==x
Vn €N, Pyyo(z) = 22P, 1 (x) — 22 P ()

1. Montrez qu’il existe une suite a,, telle que Vo € R, P,(z) = a,x".
2. Calculez P,.

Exercice 9 Déterminez l'ordre de multiplicité de la racine oo dans les polyndémes P suivants :
1. a=2et P(z) =% — 52 + 723 — 222 + 42 — 8
2. a=—2et P(z) =2 + 72" + 162° 4 822 — 162 — 16
3.a=1let Px) =2 — (2n+ 1)2"™ + 2n+ 1)2" — =z

Exercice 10 Soit n > 1.
1. Montrez que z + 2 divise z* + 323 + 22 + 4



2. Montrez que pour tout n € N*, (z + 1)? divise P(z) = 22 4 222" 4 1.
3. Montrez que pour tout n > 1, le polynéme nz" 2 — (n + 2)z" ™! + (n + 2)x — n est divisible par (z — 1)3.

Exercice 11 Trouver les réels a et b tel que (z — 1)? divise az?* + bz® + 1.

Exercice 12 Factoriser les polynémes suivants dans R[z] :

1. x2+x+1 4. 2* — 226
2. =322 + 52+ 2 5. 2t — 22 +1
3. 22% + 322 — 32— 2 6. 2% + 2

Exercices supplémentaires Les exercices suivants sont globalement un peu plus difficiles. J’ai marqué d’une étoile
ceux un peu plus dur et de deux étoiles ceux qui sont vraiment plus dur. Si pas d’étoile, c’est que ’exercice n’est pas si
difficile selon moi (ce n’est que mon ressenti, peut-étre trouverez-vous tous ces exercices faciles)

Exercice 13 *
Soit le polynome
P=X°—(1+V3)X'+V3X3+V3X2 - (1+V3)X +1.
Déterminez la multiplicité de 1 comme racine de P.
Factoriser P par (X — 1)" ot n est 'ordre de multiplicité déterminé précédemment.

Déterminez la multiplicité de —1 comme racine de P

L

En déduire la factorisation de P .

Exercice 14 *
Soient a,b et ¢ 3 nombres complexes, et soient les polynoémes :

P=(X—-a)(X-b)(X—-c) et Q=(X—-a*)(X—-0)X-).

1. Montrez que Q(X?) = —P(X)P(—X)
2. Calculer les coefficients de @) en fonction de ceux de P.
3. Déterminez @ lorsque P = X3 — X + 2.

0 2

Exercice 15 (Classique) 1. Soit A = < 11

>etP:X2—X—2.

(a) Montrez que P(A) = 0.
(b) Déterminez le reste de la division euclidienne de X" par P.
(c) En déduire A™.

-1 1

2. Mémes questions avec A = ( 4 3

>etP:X2—2X+1.

Exercice 16 (Formule de Vandermonde) *
Soient n,m € N.

1. En utilisant deux écritures différentes de (X + 1)"(X + 1), montrez la formule :

> () (") - (3"

n 2
2. En déduire la valeur de Z (n)
7
i=0

Exercice 17 *
1. Trouvez tous les polynomes de R[X] tels que Vz,y € R, P(x +y) = P(x)P(y)
2. Méme question avec P(zy) = P(z) + P(y).

3. En déduire que le logarithme et I’exponentielle ne peuvent pas étre des fonctions polynomiales.
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