Lycée Louis Pergaud - Besangon

Chapitre 14 : Dérivation - Etudes de fonctions
Feuille d’exercices

ECG 1ERE ANNEE — MATHEMATIQUES 2024-2025

Exercice 1 Déterminer dans chaque cas le domaine de définition, le domaine de dérivabilité "a priori" et
Iexpression de la dérivée de la fonction f: 2z — f(x) :

L f(z) =2 - 2% — 2 7. f(z) = (sin(x))® 14. f(z) = (a® — 2x)e”

2 J0)= o f(z) = sin(a’) 15. f(a) =%

3. (@) = (w=3)(—2) Sl =) 16, f(a) = Ver

4. f(x) = cos(4x) 10. f(z) = In(z") 17. f(x) = In(cos(x))

5. f(z) =sin <§a: + 2) 11. f(z) =4In(z) 18. f(z) =zIn(x) —x
o _ o 12. f(z) = Va?+2 19. f(x) = /14 cos?(x)

6. f(z)= pr— 13. f(z) = (1 + z?) arctan(z) 20. f(z) = In(In(z))
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1. Dressez le tableau de variation de f.

Exercice 2 Soit f:z+—

2. Justifiez que la fonction h = g o f est définie et dérivable sur R.

3. Calculez h'(x) et en déduire le tableau de variation de h.

Exercice 3 soit f la fonction définie pour tout = € R par f(x) = /|z|.
1. Justifiez que f est dérivable sur R*.

2. f est-elle dérivable en 07 Donnez ’équation de la tangente en 0.

Exercice 4 Pour chacune des fonctions proposées, pourquoi ne peut-on pas dire directement que f est
dérivable au point zg proposé? Etudier la dérivabilité des fonctions f suivantes en ce point et calculez la
valeur de la dérivée si elle existe.

1 fram (22 =42+ 3)Vo —1en zg = 1.
2. frx—zlz|enzy=0

Exercice 5 Soit f la fonction définie par f(z) = Va3 — 22 — 2 + 1
1. Quel est Dy, I'ensemble de définition de f7
2. Montrez que f est dérivable sur Dy \ {—1;1}.

3. f est-elle dérivable en 1 et en —17 Donnez si elle(s) existe(nt) I’équation des tangentes ou des demi-
tangentes en 1 et —1.

Exercice 6 Etudiez la dérivabilité des fonctions suivantes et calculez leur dérivée.

1. f définie sur R par f(z) = z|x|. 3. f définie sur R par
lz|vVa? =2z +1
2. f définie sur R par f(z) = — o= ! .
. éfinie sur R par x71+\$|' 1 i1

1 i
Exercice 7 1. Montrer que pour tout x > 0, arctan x 4+ arctan — = 7 Quelle valeur pour z < 07
x

2x
2. Montrez que pour tout z €] — 1, 1], 2arctan z = arctan <12>
—x



Exercice 8 (Etude détaillée d’une fonction) Soit la fonction f définie par :
22—z -1
flay=q el

—1+4+2%In(—x) siz <0

sixz >0

Montrez que f est prolongeable par continuité en 0.

Justifiez que f est de classe C' sur R* et calculez f'(x) pour tout =z € R*.

Montrez que le prolongement de f est dérivable en 0 et précisez la valeur de la dérivée.
Dressez le tableau de variation de f en précisant les limites.

U W=

a) Montrez qu’au voisinage de 400, f admet une asymptote oblique d’équation y = z — 2.
b) quelle est la position de la courbe de f par rapport a son asymptote ?

6. a) Calculez pour tous réels a, b, li)IEl f(x) — (ax 4+ b).

b) Que peut-on en déduire pour l'allure de la courbe ?

7. Tracez approximativement le graphe de f en faisant apparaitre les différentes caractéristiques remar-

quées lors de I’étude précédente. On donne — ~ 0, 6.

ve
Exercice 9 Soit a,b, c € R. Montrer qu'il existe = €]0; 1] tel que

dax® + 3bz® +2cx =a+ b+ ¢

1
Exercice 10 1. Montrer que : Vk € N*, ) < In(k+1) —In(k) <

=

2. En déduire que, pour tout n > 2,

R Y T TN
273 noo =TT n—1
1 1 1
3. Puisque: VYn>2, In(n+1) < 1—|—§—|—§—|—---—|—7 < 14 In(n).
n

n ~ 1
4. En déduire la limite de lnbgn) ou S, = ; Z (n>2).

Exercice 11
Soit (uy,) la suite définie par un+1 = V6 + uy, et ug > 3.

1. Déterminez une fonction f définie sur I = [3,4o00[ telle que upt1 = f(uy).
2. Montrez que pour tout n € N, u,, € I.
3. Justifiez que pour tout couple (z,y) de réels de I, on a

7@) ~ fW) < glo—y

1
4. En déduire que pour tout n € N, |u,41 — 3| < 6|un — 3|
1
5. Montrez que pour tout n € N, |u,, — 3| < 6—n|u0 — 3| et en déduire que limu,, = 3.

Exercice 12
1. Montrer que f : x ~— (22 — 2z + 2)e” réalise une bijection de R dans RY .

2. Sur quel ensemble f~! est-elle dérivable ? Préciser f(1), f/(1) et (f~1)(e).

Exercice 13 Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) = f'(a) =0 et
f(b) = f'(b) = 0. En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction g : x — e *(f(z) + f/(x)), montrez qu’il
existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = f(c).

Exercice 14 Montrer a ’aide du TAF que :

Inn

Wntl-ne~——r



Exercice 15 (*) Soit f : [a;b] — R dérivable et vérifiant f'(a) > 0 et f/(b) < 0. Montrer que la dérivée de
f s’annule.

Exercice 16 Soient n € N;a < b € R et f: [a;b] — R une fonction n fois dérivable. Montrer que si
f@) = f(a) = .. = f"D(a) =0 et f(B) =0
alors il existe ¢ €]a; b tel que f™(c) = 0.
Exercice 17 Soit f : R — R dérivable telle que
i =l = o

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f(c) = 0.

Exercice 18 Soit f : [0; +00[— R une fonction dérivable telle que
lim f = f(0)

Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que f(c) = 0.

Exercice 19 Soit a > 0 et f une fonction rélle continue sur [0;a] et dérivable sur |0;a]. On suppose

f(0)=0et f(a)f'(a) <0

Montrer qu'il existe ¢ €]0;a | tel que f'(c) = 0.



