ECG2 - Maths approfondies

Lycée Louis Pergaud

TD1

Compléments d’algebre linéaire

Méthode du pivot, rang et inverse

Exercice 1.1 (%)

r+y+z=0

1. Résoudre le systéeme () : ¢ 2x+y+22=0

z+2y4+2=0

TH+y+z2=3

2. On considere le systeme (&) : ¢ 2x+y+22=5

r+2y+z=4

Vérifier que (1,1,1) est solution de (.¥) et en déduire toutes les solutions de (.).

Exercice 1.2 (%)

Calculer le rang et I'inverse s’il existe des matrices suivantes :

3 2
A_<1 1) B-

-1 0 2 1 11 3 2 -1
0 0 1 ; C=12 01 ;o D=1 -1 1 ;b=
0 -1 1 1 3 2 2 -2 1

—_ = =

Exercice 1.3 (% %)

Déterminer le rang des matrices suivantes, en discutant suivant les valeurs du parameétre réel o :

1 2 1
A= 1 1 14+«
1 1

—1
B =

— = Q9
— Q9

1
1 C=
!

O~

1 1
2 a 2
a 2 3

Exercice 1.4 (%% - Matrices de rang 1 - Un classique)
Soit M € ., (R) de rang 1.

1. On souhaite montrer qu'’il existe une matrice colonne non nulle C' € .4, 1(R) et une matrice
ligne non nulle L € . ,(R) telles que M = CL.

1 0 =2

(a) Ezemple. Prenons M = [ 3 0 —6|. Déterminer C' € .#31(R) et L € .# 3(R) tels que

M =CL.

-2 0 4

(b) Cas général. Notons C1,...,C,, les colonnes de M.

Montrer qu’il existe ¢ € [1,n] tel que pour tout j € [1,n], il existe £; € R tel que C; = 4;C;.

Conclure.

2. Montrer que LC' = Tr(M), puis en déduire que M? = Tr(M)M.

Exercice 1.5 (%% % - Matrices a diagonale strictement dominante)

Soit A = (a; ;) € An(R) telle que Vi € [1,n], |a;;| > Z |la;

J#i
Soit X € A, 1(R) tel que AX =0, et soit ig € [1,n] tel que |z;,| = max_|z;|.
(2

€[1,n]

Montrer que x;, = 0, et en déduire que A est inversible.

N

S = O
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Exercice 1.6 (%% % - Matrices par blocs)

A I,

Soit A € My(R) et M = (In A

A—1, et A+ I, le sont.

> € Mo, (R). Montrer que M est inversible si et seulement si

Famille, Rang, Bases

Exercice 1.7 (% Famille libre dans un espace de fonctions)
On définit les fonctions f1, fo, f3, f4 sur R par

Vz € R, fi(x) = cos(z), fo(x) = x cos(x), f3(x) = sin(x) et fa(x) = xsin(x).

La famille (f1, f2, f3, f4) est-elle une famille libre de P'espace vectoriel F([0,27]),R) ?

Exercice 1.8 (% Famille libre dans un espace de fonctions bis )
Soit n un entier naturel non nul. On définit Vk € [0, n], la fonction fj sur R par

Yz € R, fi(x) = e

Montrer que la famille (fy)y<z<, est une famille libre de I'espace vectoriel F(R,R).

Exercice 1.9 (%% - Polynémes de Lagrange et matrices de Vandermonde - Un classique !)
Soient ag,...,a, n+ 1 réels distincts deux a deux. Pour i € [0,n], on pose :

n
T — ag T — ag T — Q;—1 T — Gt T —a
L;:x— H = X e X - x Ao x n
hoo W ak a; — ag a; — Gj—1 A — Q41 a; — Qn

ki
1. Pour tout (i,j) € [0,n]?, calculer L;(a;) (on pourra distinguer les casi=j et i # j).
2. Montrer que & = (Ly, ..., Ly) est une base de R, [x].

3. Si P € Ry [x], exprimer les coordonnées de P dans la base % en fonction de P.

4. Notons € = (1,x,...,z"). Ecrire la matrice Mz(%).

1 ap ... aj
1 a ... af

5. Montrer que la matrice | . . .| est inversible si, et seulement si, les a; sont deux a
1 a, ay

deux distincts.

Exercice 1.10 (%% %)
Montrer que la matrice carrée d’ordre n, A = (sin(i + j)) est de rang au plus 2.
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Opérations matricielles

Exercice 1.11 (%% - Matrices stochastiques - Assez classique)
Une matrice A = (a;;) € #,(R) est dite stochastique si pour tout (i,j) € [1,n]? a;; est un réel

n
positif ou nul, et si pour tout ¢ € [1,n], on a Zai,j = 1. On note ST, (R) 'ensemble des matrices
j=1
stochastiques de ., (R)

1. Donner des exemples de matrices stochastiques.
2. Soit A € [0,1]. Montrer que si A et B appartiennent a S7,,(R), alors A\- A+ (1 —\) - B est dans
STr(R) également.
Un ensemble satisfaisant une telle propriété est dit convezxe.
1
3. (a) Notons X = | : | € #,1(R). Montrer que : A € ST,(R) & {
1
(b) En déduire que si A et B sont stochastiques, alors A x B est stochastique.

Vi,j, am 2 0
AX =X

4. (%) Déterminer les matrices A de ST, (R) qui sont inversibles et telles que A= € ST,(R).

Exercice 1.12 (%% - Produit de matrices élémentaires - Un classique a savoir faire absolument!)

0O ... 0 ... 0
Dans .#,(R), on définit pour tout 1 < 4,5 < n la matrice £;; = [0 ... 1 ... 0| ol l'unique
O ... 0 ... 0

coefficient non nul égal a 1 est en position (7,7). Les n x p matrices F;; sont appelées matrices
élémentaires.

Montrer la formule suivante :
Ei,j X Ek,l = 5]'7]g . E@l

ou d; 1 est le symbole de Kronecker : 6;; = 1sij =k, 0sij# k.

Exercice 1.13 (%% - Un classique a savoir refaire!)
0 t2

1

=+ t

i

2

Soit t € R*, on considére la matrice A =

+l— O o+

~+

1. Déterminer un polynéme annulateur de cette matrice.

2. En utilisant le théoréme de division euclienne, calculer Vn € N, A",

Exercice 1.14 (k%% - Centre de .#,(R))
On consideére 'ensemble suivant (appelé le centre de .#,(R)) :

2 ={M e #4,(R), VA € 4, (R), Ax M =M x A}.

1. Proposer deux matrices appartenant a Z,.

2. La matrice (é g) appartient-elle & 25 ?
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3. On souhaite déterminer I’ensemble %,. Considérons pour cela une matrice M appartenant a
Zn.
(i) Pour tout 1 <i,j < n, calculer E; j x M et M x Ej ;.
(ii) En déduire que M est une matrice scalaire, c’est-a-dire de la forme X - I, avec A € R.

(iii) Conclure.

Exercice 1.15 (%% % - Matrices triangulaires supérieures strictes - Presque du cours!)
Le but de cet exercice est de montrer que toute matrice triangulaire supérieure stricte de ., (R) est
nilpotente d’ordre < n.

1. Soit k > 0 et notons .7, (R) le sous ensemble de .7, (R) constitué des matrices A = (a; ;) telles
que :
CLi’j:OSi’L--f-k‘>j.

(i) Identifier 5%, (R), 7%, (R), F,1,.(R)
(ii) Soient k,! > 1. Montrer que si A € ﬁ,fn(R) et B € ZJ;(]R), alors A x B € %Lm(]R).

2. Montrer qu’une matrice triangulaire supérieure stricte est nilpotente, d’ordre de nilpotence < n.

3. La réciproque est-elle vraie, c’est-a-dire une matrice nilpotente est-elle nécessairement triangu-
laire supérieure stricte 7

Espaces, sous espaces, somme de sous espaces

Exercice 1.16 (%)
Soient F' = {P € Ro[z], P(x) — (x + 1)P'(x) =0} et G = {P € Rq[z], P'(0) = 0}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de Ra[z]|, et en donner une base et la
dimension.

2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans Ra[x].

Exercice 1.17 (% - Un exo de remise en jambes)
Montrer, dans chacun des cas suivants, que F' et G sont deux-sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F :

1. F={(z,y,2,t) ER* : z—y+2241t=0} et G = Vect((1,-1,1,-1)) ;

2. u; = (1,0,0,0), ug = (1,1,0,0), ug = (1,1,1,0), ug = (1,1,1,1), et F = Vect(uy,u2), G =
Vect(us, uy) ;

3. E=R[z], F = {P e R[z]; P(1) = P(2) =0} et G = Ry[x] ;

4. E=Z7R,R), F={f € E, f paire}, G ={g € E, g impaire}.

Exercice 1.18 (%% - Un classique a savoir refaire !)
Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E de dimension finie, et soit u ¢ H. Montrer que :

E = H @ Vect(u).
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Exercice 1.19 (k%% - Matrices symétriques et antisymétriques de taille n - Classique)

n(n+1)
2

n(n—1)
2

'//n(R) = yn(]R) S »Q{n(R)'

Montrer que dim(.#,(R)) = et dim(,(R)) = . En déduire que :

Exercice 1.20 (k% %)
Soit n > 1 fixé. Pour tout 7 € [0,n], on pose F; = {P € R,[x] : Vj € [0,n] \ {i}, P(j)=0}.

1. Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de R, [x], et que pour P € R,[z], ona P € F;

si, et seulement si, il existe A € R tel que P = A ﬁ (x — 7).
i3
2. Montrer que la somme Fy + F} + - - - + F}, est directe.
n
3. En déduire que R, [z] = @ F;.
i=0

Exercice 1.21 (%% % - Formule de Grassmann - @D)
Montrer que si F' et GG sont de dimension finie, alors F' + G est aussi de dimension finie, et que :

dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F' N G).

Exercice 1.22 (k%% % - Inspiré de QSP HEC 2007)
Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de . Montrer que :

FUGestunsev.deE < FCGouGCF.

En déduire que F n’est pas réunion de deux sous-espaces vectoriels stricts (c’est-a-dire distincts
de E).

2. Plus généralement, montrer que F n’est pas réunion finie de sous-espaces vectoriels stricts.

Applications linéaires

Exercice 1.23 (% Un exemple classique sur 1’ensemble des fonctions)
On note E = C([—1,1],R) et o1, v2, p3 les applications définies pour tout f € E par

)= [ sdtenn) = [ rdt et go(n = [ rwy

1. Montrer que Vi € [1, 3], ; est une forme linéaire sur E.
2. La famille (p1, ¢2) est-elle libre?

3. La famille (1, @2, p3) est-elle libre?
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Exercice 1.24 (%% % - Un deuxiéme vu ’an dernier)
On considére £ = C(R,R). Pour f € E on définit ¢(f) par la relation

1 x
Vo € R p(f)(@) = 5 [ 10t et o(£)(0) = £(0)
1. Montrer que ¢ € L(E).
2. @ est-elle injective?

3. Montrer que ¢ n’est pas surjective. Qu’en déduisez-vous?

Exercice 1.25 (% Et un sur ’ensemble des suites)
Soit £ = RN (I’ensemble des suites réelles). On définie I'application S par Yu € E,S(u) = v € RN
avec

Vn € Nyv, = tunt1

1. Montrer que S est un endomorphisme.

2. Déterminer son noyau et son image.

Exercice 1.26 (%% - Un classique a savoir refaire !)
Soit E' = R,[z]. On considére les ensembles :

F:{P6E|/01P(t)dtzo} et G={PcE|P =0

1. Justifier que G = Ry[z].
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

3. Soit k € {1,...n}. Déterminer une constante réelle a telle que (z — zF—a) € F. Cette constante
est-elle unique?

4. En déduire une base et la dimension de F.

5. Montrer que F' et GG sont supplémentaires.

Exercice 1.27 (%% - Noyaux et Images)
Soit F un espace vectoriel de dimension finie n, f et g deux endomorphismes de F.

1. Montrer que
Im(f +g) C Im(f) + Im(g).

En déduire que rg(f + g) < rg(f) +rg(g).
2. On suppose que fog =0 et que f+ g est bijectif.

(a) Montrer que Im(g) C Ker(f).
(b) En déduire que rg(f) + rg(g) = n.

Exercice 1.28 (%% - Un endomorphisme sur les matrices)
Soit D = diag(dy,--- ,d,) une matrice réelle diagonale avec dj < dg < -+- < dp. Soit u : M €
My (R) — MD — DM.
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1. Montrer que u est un endomorphisme de M,,(R).

2. Déterminer Ker(u).

Exercice 1.29 (k% - Endomorphismes Nilpotents - Un classique a comprendre!!)
Soit F de dimension finie n. On dit qu’'un endomorphisme f € Z(F) est nilpotent s'il existe p > 1 tel
que :

fP=0gm et [P #0gpp).
L’entier p s’appelle alors l’indice de nilpotence de f.
On suppose dans la suite que f est un endomorphisme nilpotent d’indice p.
1. (a) f peut-il étre bijectif 7
(b) Justifier qu’il existe x¢ € E tel que fP~1(z0) # 0g. Montrer que la famille (xo, f(x0), . .., f?~ (o))
est libre.

(c) En déduire que f™* = 0.
2. On suppose dans cette question que p = n. Déterminer le rang de f.

3. Montrer que Idg — f est inversible, et déterminer son inverse.

Exercice 1.30 (%% % - Noyaux et images itérés - Un classique & comprendre!!)
Soit F un espace vectoriel de dimension n et u € Z(F) un endomorphisme non nul. Notons pour
tout k € N, Ny, = Ker(u") et I, = Im(u¥).
1. Montrer que pour tout k € N, N et I sont des sous-espaces vectoriels de E stables par u
satisfaisant Ny C Ngyq et 41 C Ii.
2. (a) On suppose qu'il existe r € N tel que N, = N,11. Montrer que pour tout k > r, N, = Nj.
Vk € [0,p— 1], N # Ny
Vk >p, Np= Npi1
Vk e [0,p—1], I # Ikt
Vk>p, Iy=Irq

(b) En déduire qu’il existe un entier p < n tel que {

(c) Montrer qu’on a aussi {

3. Montrer que E = N, ® I, puis que I'endomorphisme induit par u sur IV, est nilpotent et préciser
son ordre de nilpotence, et I’endomorphisme induit par u sur I, est un automorphisme de I,.

Exercice 1.31 (k%% - Oral ESCP 2019)
Soient deux entiers n > 1 et k > 2. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient p1,po,...,pr des endomorphismes de F tous non nuls et tels que :

pr+p2t+--+py=1Idg et rg(p1) +rglp2) + - +rglpr) < n.
1. Montrer que E = Im(p1) ® Im(p2) ® - - - & Im(py).

2. Montrer que pour tout i € [1, k], 'endomorphisme p; est un projecteur de E, et que pour tout
couple (i,7) € [1,k]* vérifiant i # j,ona: p;op; = 0(E)-

k
3. Montrer que pour tout i € [1, k], p; est le projecteur sur Im(p;) parallelement & K; = @ Im(p;).

j=1
i

Exercice 1.32 (k%% %)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit f € Z(FE). Montrer ’équivalence :

E=Ker(f)eIm(f) & 1g(f)=1g(f?).
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Changement de bases

Exercice 1.33 (%) 011
Considérons la matice M = |1 0 1|, et u I'endomorphisme de R?® canoniquement associé a M.
0 01

On considere les vecteurs f; = (1,—1,0), fo = (1,1,0) et f3 =(0,0,1).

1.

2.

Montrer que & = (f1, fa, f3) est une base de R3.
Donner la matrice de passage de la base canonique a la base % et déterminer son inverse.

Soit = (a,b,c) € R3. Déterminer les coordonnées de x dans la base Z en fonction de a, b et c.

. Déterminer la matrice T de v dans la base £A.

En déduire T™ puis M™ pour tout n € N.

Exercice 1.34 (%%)
Soit ¢ application définie sur Ro[z] et a valeurs dans R[z], qui & un polynéme P associe ¢(P) =

(22 -
1.

2.

1)P" — 2zP.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ra[x].
Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique, notée PBeq,.

On pose Py = (z +1)?, P, =22 — 1, P3 = (x — 1)2. Montrer que & = (P, P,, P3) est une base
de Ry[z], puis donner la matrice de passage de la base canonique a %.

En déduire la matrice de ¢ dans la base 4.

Pour n € N, déterminer la matrice de ¢™ dans la base Z. En déduire la matrice de ¢™ dans la
base canonique.

Exercice 1.35 (% %)

AN . 1 0 . 1 2 . 1 2 . 1 2
Oncon81dereA—<0 0>,B—<0 O>’0_<3 0) etD-(3 4>.

On note Z# la base canonique de .Z>(R).

1.

2.

Montrer que la famille ' = (A, B, C, D) est une base de .#>(R).
Pour tout M € .#>(R), on pose o(M) =AM — M A.

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de .#5(R).

(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base 2 puis dans la base %’.

Exercice 1.36 (%% % - VanderMonde - Un classique a savoir refaire !)
Soit n € N*, et ag, a1, as,...,a, des réels deux a deux distincts. On définit I’application :

1.

¢ Ry[z] — R+
P+ ¢(P)=(P(ap),P(a1),...,P(an)).

Montrer que ¢ est linéaire.
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2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

3. En déduire que pour tout (bo,...,b,) € R* 1 il existe un unique polynéme @Q € R, [x] tel que
Vi € {0,...,n},Q (a;) = b;.

4. (a) Ecrire la matrice de ¢ dans les bases canoniques de Ry, [z] et R"+.

1 a ... ay
1 a ... af
(b) En déduire que la matrice de Vandermonde . . est inversible si et seule-
1 an ... aj
ment si les a; sont deux & deux distincts.
5. Soit (ag, a1,as,...,a,) des réels deux a deux distincts.

(a) Montrer qu'il existe une unique famille de polynomes (L;);co , vérifiant

W DLl Bl ) € P = 0347

(b) Domnner Vi € [0,n],Vz € R, I'expression de L;(x).

6. Notons (L;) 7 la famille des polynomes de Lagrange associés aux réels (ao, . .., an).

i€[0,n
(a) Calculer ¢ (L;).

(b) Retrouver alors que ¢ est un isomorphisme, et que (Li)ie[o,n]] est une base de R, [x].

Montrer que les matrices A =

Exercice 1.37 (% %) (2

1 10
1 2) et B = <O 3> sont semblables.

Matrices semblables

Exercice 1.38 (% - Matrices semblables - Propriétés bonnes a connaitre)
1. Montrer les propriétés suivantes pour des matrices de .#,(R) :

o Réflerivité : A est semblable a A
o Symétrie :  [A est semblable a B] < [B est semblable a A]
o Transitivité :  [A est semblable & B] et [B est semblable a C] = [A est semblable a C]

On dit que « étre semblable a » est une relation d’équivalence.

2. Montrer que si A et B sont inversibles et semblables, alors A~ et B! sont aussi semblables.

Exercice 1.39 (k%% % - QSP HEC 2021)
Soit A € .#3(R) une matrice non nulle telle que A% = 0. Montrer que A est semblable &

o O O
o O O
o O =
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Trace

Exercice 1.40 (%)
Montrer qu’il n’existe pas deux matrices A, B € ., (R) telles que A x B— B x A = 1I,.

Exercice 1.41 (%% - Trace d’un endomorphisme - Un classique & comprendre!!)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit f un endomorphisme de E et soit 2 une base de E. Montrer que le scalaire Tr(Mg(f)) est
indépendant de la base & choisie.

Ce scalaire est appelée la trace de f et notée Tr(f).

.. [a b
2. Exemple. Soit A = (c d

) € Mo(R), et considérons I'application uy : #5(R) — #5(R) définie
par uus(M) = AM.

(a) Montrer que ug est un endomorphisme de .#>(R).
(b) Calculer Tr(ua).

3. Soit p un projecteur de E. Montrer que Tr(p) = rg(p).

Exercice 1.42 (% %)
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n. On suppose que rg(f) = Tr(f) = 1.

1. Montrer qu’il existe une base £ de E telle que :

al az (07%%

0 0 0
Mg(f) = :

0 O 0

2. En déduire que f est un projecteur.

Exercice 1.43 (k%% - Formes linéaires sur .#Z,(R))
Soit n € N*.

1. Soit A € A, (R). Pour tout M € .#,(R), on pose ps(M) = Tr(AM).
Montrer que ¢4 définit une forme linéaire sur ., (R).

2. On considéere l'application ® : .#,(R) — £ (4, (R),R) définie par (A) = p4.

(a) Montrer que ® est linéaire.
(b) Montrer que ® est un isomorphisme.
Indication. On pourra calculer pa(E; ;) ot E;; est la matrice élémentaire d’indice (i, ).
(c) En déduire que pour toute forme linéaire ¢ sur ., (R), il existe une unique matrice A €
My (R) telle que (M) = Tr(AM) pour tout M € 4, (R).

3. Déterminer toutes les formes linéaires ¢ de .#,(R) satisfaisant :

VM, N € #,(R), o(MN)=o(NM).

Polynémes d’une matrice

Exercice 1.44 (%)
Calculer A™ pour n € N avec :

10
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. A—(O 1>. . A_(cos(ﬁ) —sin(0)> 3 2 3
~\2 0)” ~ \sin(d)  cos(d) )’ e« A=(0 3 4
0eR; 00 3
Exercice 1.45 (%) 0 1 -1
Considérons la matrice A= | -3 4 -3
-1 1 0

1. Montrer que P : z +— 2% — 3z + 2 est un polynéme annulateur de A.

2. En déduire que A est inversible et exprimer son inverse A~! comme un polynéme en A.

Exercice 1.46 (% %) 2 1 1
Considérons la matrice A= |1 2 1
11 2

1. Premiére méthode : calcul des puissances de A a ’aide d’un polynéme annulateur.

(a) Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de A.
(b) Montrer que pour tout p € N, il existe o, 5, € R tels que A? = o, A + (,13.

(c) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par oy, et §,. En déduire o, et 3, en
fonction de p.

(d) En déduire AP pour tout p € N.

2. Deuxiéme méthode : calcul des puissances de A par la formule du bin6me.

1
(a) Soit J = |1 . Déterminer J? pour tout p € N.
1

—_ = =
—_ = =

(b) En déduire AP pour tout p € N.

Exercice 1.47 (% %) 1 0 -1
On considére la matrice B= |0 0 0
01 1

1. Montrer que P : x — 23 — 222 4  est un polynéme annulateur de B.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe Q, € R[z] et (an, by, c,) € R3 tels que :
Vr €R, 2" = P(x)Qn(z) + anx® + byx + cp.

3. Déterminer a,, by, ¢, en fonction de n.

4. En déduire I'expression de B™ en fonction de n.

Exercice 1.48 (%) 3 4 —4 1 0 -1
On considére les matrices A= | -2 -1 2 et P=1]10 1 1
-2 0 1 11 1

1. Montrer que P est inversible et calculer P71,

11



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

2. Calculer la matrice D = P~'AP ainsi que D" pour tout n € N.

3. En déduire A™ pour tout n € N.

0 -1 1 1 1 0
4. Mémes questions avec les matrices A=]1 2 -3 et P=1]1 -1 1
1 1 -2 1 0 1

Exercice 1.49 (%% % - Polynéme annulateur d’une matrice diagonale - @D)
Soit (A1,...,Ar) € R" (r < n) des réels distincts deux a deux et (mq,...,m,) € (N*)" tels que :

mi—+---+mp=n

On pose D =diag(A1, ..., 1, A2, .., Aoy ey Ay ooy Ay) € A, (R)

m1 termes mo termes m, termes

1. Montrer que :

VP € Rlz], P(D) = diag(P(\), ..., P(\), ..., P(\s), ..., P(\))

m1 termes m, termes

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que P soit un polynéme annulateur de D.

3. On suppose que A est semblable a D. Déterminer un polynéme annulateur de A.
3 4
-2 -1

4. A laide de D'exercice précédent, déterminer un polynéme annulateur de la matrice A =
-2 0

En déduire que A est inversible et déterminer A~1.

Exercice 1.50 (k%% - QSP ESCP 2016)
Soit N une matrice de .#,(R) (n > 2) nilpotente, i.e. telle qu’il existe p > 1 tel que NP = 0.

1. Montrer que la matrice A = I,, — N est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que I,, — A~! est nilpotente.

Polynomes d’endomorphismes

Exercice 1.51 (%)
Déterminer un polynéme annulateur et l'inverse s’il existe des endomorphismes :

. Ma(R) = AMu(R)
oA tagear

— E . . L
ou F est un espace vectoriel, u € E et ¢ est une forme linéaire telle que

= p(x)u+x

=1.

FE
9- .

o(u)

Exercice 1.52 (k%)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E) tel que 2f% — 3f — 9Idg = 0.

On pose alors u = 2f + 3ldg et v = f — 3ldg.

12
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1. Calculer u — 2v. En déduire que F = Im(u) + Im(v).
2. Calculer uov et vowu. En déduire que Im(u) C Ker(v) et Im(v) C Ker(u).
3. Montrer que E = Ker(u) @ Ker(v).

4. (Cubes) En déduire que f est diagonalisable.
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