ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TD2
Séries, Sommes doubles et Variables aléatoires
discretes

Sommes doubles

Exercice 1.1 (%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer :

a) Z (i +5)? ; c) Z 7 avec z € R ; e) Z %7

0<i,j<n 0<i,j<n 1<j<i<n

3i47 .
DS DD 5w noy

0<i<j<n 1555 o<ici<nd T1
Exercice 1.2 (%) n o n
Soit n un entier naturel. On considére la somme double S, = Z Z 27,
k=0 j=k

n
1. Calculer de deux manieres différentes la somme double S,,. En déduire que Z k281 = (n —

k=1
1)2" 4+ 1.
n i+1
2. Déterminer alors la valeur de la somme double T}, = Z Z Kokt
i=1k=1
Séries
Exercice 1.3 (%)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :
1 1 1 2 2
a — b + - — In{l+—+
)nz;ln(n+1) );(\/n—l vn+1 \/ﬁ> C)%n( +n(n+3))

Exercice 1.4 (%)
Déterminer si les séries suivantes convergent, et le cas échéant, calculer leur somme :

1 (=)™ 3" n(n —1)
o 2 n2" 2 D gt D gt
n>0 n>1 n>1 n>1 n>2

32n+1

Exercice 1.5 (%)
Etudier la nature de la série > u, dans les cas suivants :

sinn (14+n)sinn

8) un = e b) wp = W c) u, = cos(n) (1 — cos <711>)
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Exercice 1.6 (%)
Déterminer la nature des séries suivantes :

a)zm e)z\/lﬁln(l—:) i)zari‘iﬁ

b) Zﬁ f Znil:zln ' <\/n21_1 - \/n21+1)
c) Z(nsin (i)) > (hl(nn)>2 k) > (1—cos (Z)) (In ) 1000
d) ansin% h)zm 1)7;(“1)(711)_”?1)

Exercice 1.7 (%) 1\"
Soit a € R. Pour tout n € N*, on pose u,, = (1 + a> .
n

1. Déterminer suivant la valeur du parametre « la limite de la suite (uy,).

2. Déterminer suivant la valeur du parametre « la nature de la série Z(un -1).

Exercice 1.8 (%% - Développement en série entiére du co inus)ﬁ
1. Montrer que pour tout k& € N et tout z € R, cos®)(z) = cos Zw + k‘2).

2. En déduire que Cos(k)<0) _ S% est impair -
(1) si k= 2p est pair

n k n+1
3. Montrer que pour tout z € R et tout n € N:  |cos(z) — I;)cos(k) (0)% < h
4. En dédui tout z €R, > (=1 t te et io (=) (x)
. En déduire que pour tout x ~———— est convergente et que » -———— = cos(z).
duep "L (2h)! & 4 2 o)

Exercice 1.9 (%% - Série harmonique alternée - @33)
(_1)n—1

On note (Sp)nen la suite de ses sommes
n

Considérons la série harmonique alternée E
n>1
partielles.

1. Etude de la convergence.

(a) La série harmonique alternée est-elle absolument convergente ?

(b) Montrer que les suites (S2p)nen €t (San+1)nen sont adjacentes, puis en déduire qu’elles
convergent vers une méme limite notée S.

+o0 —1
_1)»
(¢) En déduire que la série harmonique alternée converge et que 'on a S = E (=1
n
n=1

. (_1)n—1
Remarque. La série 27

n
séries est fréquente dans les sujets de concours (EDHEC 2008, EML 2016, ECRICOME 2016),
et repose, comme pour la série harmonique alternée, sur ’étude des suites extraites (Sa,) et

(S2n+1)-

est un exemple de séries dites alternées. L’étude de ces
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400 (71)71—1
2. Calcul de Z -,
n
n=1

(a) Montrer que pour tout n € N*| Sy, = Ha,, — Hj,.

1. 1 e Vi
(b) En déduire que Sop, = - kz::l W7 et déterminer la valeur de nzz:l —

(c) Retrouver ce résultat en utilisant le développement asymptotique de la série harmonique.

Exercice 1.10 (k%% - QSP HEC 2014)
Pour tout entier n > 1, on pose : u, =Ilnn+aln(n+ 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 1.11 (%% - QSP HEC 2021)
Soit a un réel strictement positif.

1. Etudier la nature de la série Z (arctan(n + a) — arctan(n)).
n>0

2. Proposer un programme Python permettant de donner une valeur approchée de sa somme a
0.001 pres lorsque a = % On rappelle pour cela que atan(x) renvoie la valeur de arctan(z).

Exercice 1.12 (k%% % - Oral HEC 2021) n

1. Soit z un réel. Montrer que la série Z —

converge. On note f(z) sa somme.
=4 (nl)?

2. Soient x et y deux réels positifs. Notons z = max(z,y). Montrer que :
|f(x) = fy)] < €lz —yl.

En déduire que f est continue sur [0, +oo].

3. Montrer que pour tout z > 0, on a f(z) > 1et que f(z) -1 ~ =

z—0

T dt
4. Posons pour tout z > 0, g(z) = / —_—
1 t(f

(1))

. Montrer que g est bien définie sur |0, +oo], puis

que g(x) ~ In(x).

Exercice 1.13 (k% %% - Oral HEC 2013)

n
Pour tout n € N*, on pose : u, = —

1. Déterminer I'’ensemble des réels = pour lesquels la série Z up () est absolument convergente.
n>1

x
2. (a) Soit z € [—1,1[. Calculer pour tout k € N*, / t*=1 dt, et en déduire que si n € N*, on a :
0

t'I’L

kz_:luk(x):—ln(l—x)—/o 1_tdt.
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x n

(b) Montrer que si x € [-1,1[, ona: lim dt =0.

n—+oo Jg 1 —

(¢) En déduire que pour tout x € [—1,1], Z un(x) est convergente et donner la valeur de
n>1

+oo
n=1

. 1 +oo 1
3. (a) Etablir la convergence de la série Z U] et calculer Z FURSEE
n>2 n=2
n
b) Montrer que pour tout x € |—1, 1|, la série < est convergente et calculer sa somme
2
n J—
n>2
7
=n 1
+o00 "
c) L’application f de [—1,1] dans R qui & x associe f(x) = est-elle continue ?
21
n J—
n=2

Séries doubles

Exercice 1.14 (% %)
La famille (u; ;) est-elle sommable ? Le cas échéant, préciser sa somme.

Py N l . S ) — M
a) (ui;) = (z") ; ¢) (ig) = (ij)i>2 >2 ®) (wig) = ( 24972 )51 550
"7' Z,]ZO P 7]7 . 7]7

)

—1)'5" iyl _1)éti9d
b) (i) = <( 1,”) ) )= ((fj),> S (ui,j>:(<i”xj,2> .
' 1,520 /4,520 ' 121,720

Exercice 1.15 (% %) +00 +00 11\ p toofoo
Justifier 'existence et déterminer la valeur de Z Z (> et de Z Z —_—
n=0p=n 2 n=0k=n (k + 1)'

Loi d’une variable discrete, espérance et variance

Exercice 1.16 (%) 1 1
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* vérifiant : Vn € N*, P(X =n) = — — ———.
n? (n+41)2
1. Montrer que 'on définit bien ainsi une variable aléatoire.

+0o0
1
2. Montrer que X possede une espérance et que E(X) = Z

—5-
n=1 n

3. X admet-elle une variance ?
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Exercice 1.17 (%% - Propriétés des variables indicatrices - @D)
On rappelle qu’on définit la variable indicatrice d’un événement A par : Ty(w) = 1siw € A, et
14(w) = 0 sinon.

1. Montrer que si A, B sont deux évenements, alors

I1i=1-14, Taonp=1x4lp, Tlaup=1a+1p—1alp.

2. Démontrer que E(14) = P(A).

Exercice 1.18 (% %)

Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire au hasard une poignée de jetons dans cette
urne, toutes les poignées (y compris la poignée vide) étant équiprobables, et on note X la variable
aléatoire égale a la somme des numéros des jetons tirés. Pour k € [1,n], on note A; 'événement « le
jeton ¢ est dans la poignée tirée » et YV; = 1 4,.

1. Combien y a-t-il de poignées possibles ? Combien réalisent I’événement A; 7 En déduire la loi
de Y;.

2. Exprimer X en fonction des Y;, et en déduire F(X).

Exercice 1.19 (%)
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N*.

1. Montrer que pour a € [—1;1], la variable aléatoire Y = o admet une espérance, et majorer

[E(Y)-

2. Montrer que si X admet une espérance, il en est de méme de Y = In(X).

Exercice 1.20 (%) X

@
Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale %(n,p), et soit « > 0. On pose Y = o
Montrer que Y admet une espérance, et la calculer.

Exercice 1.21 (%% - Vu ’an dernier mais fréquent aux concours - £3)
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une espérance.

1. Pour tout entier k, donner une relation liant P(X = k), P(X > k) et P(X >k —1).

n n—1
2. En déduire que pour tout n € N*, Z EP(X =k) = Z P(X > k) —nP(X >n).
k=0 k=0

+oo
3. Montrer que pour tout n > 1, nP(X >n) < Z EP(X = k).
k=n+1
+00
4. En déduire que E(X) =Y P(X > k).
k=0
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Exercice 1.22 (%% - Loi de Pascal et loi binomiale négative - @D)
On considére un processus binomial de parametre p €]0, 1[, c’est-a-dire une suite d’épreuves indépen-
dantes telles que chaque épreuve conduit & un succes avec probabilité p ou & un échec avec probabilité

g=1-p.

n
Dans tout ’exercice, on fixe un entier » > 0. On admettra que si x €] —1, 1[, alors la série Z ( )x”r
n>r

converge et sa somme vaut m

1. On note X, le rang d’apparition du r-eme succes.

(a) Que dire de X ?

(b) Quel est 'ensemble V' des valeurs que X, peut prendre 7

(¢) Montrer que pour tout k € V, P(X, = k) = (]:j)pqu_r.
On dit que X, suit la loi de Pascal de paramétre (r,p).

2. (a) Montrer que E(X,) existe et vaut iy
p

(b) Montrer que E(X, (X, + 1)) existe et la calculer. En déduire que X, admet une variance
r
qui vaut —g
p
3. On note Y, la variable aléatoire donnant le nombre d’échecs précédant le r-eme succes.

(a) Quelle relation a-t-on entre X, et Y, ?
(b) En déduire la loi de Y, son espérance et sa variance.

(¢) Pour tout 2 € R et tout k € N, on définit le coefficient binomial généralisé :

<x> z(zx—1)...(x—k+1)

k

Vk € N, (’H; N 1) = (—1)’“(?).

Vk €N, FWK~=k)=:<_T>ﬂT—QV-

- k!

Montrer que :

En déduire que :

On dit que Y, suit la loi binomiale négative de paramétre (r,p).

Exercice 1.23 (k%% - QSP HEC 2013)
1. Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, o7, P), qui prend les valeurs 0,
1 et 2 avec les probabilités pg, p1 et pa respectivement. On suppose que E(Y) =1 et E(Y?) = %

Calculer pg, p1 et ps.

2. Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs xg, z1,...,Ty,.

On suppose que E(X), E(X?),..., E(X") sont connus. Peut-on déterminer la loi de X ?
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Exercice 1.24 (%% %% - QSP HEC 2016)
Soit X une variable aléatoire discréete admettant des moments jusqu’a l'ordre 4 et telle que

EX)=«
E(X?)=E(X*Y) =1

1. Montrer que « € [—1,1].

2. Déterminer la loi de X.

Lois usuelles

Exercice 1.25 (%)

Soit n > 2. On dispose dans une urne de n boules numérotées de 1 & n, indiscernables au toucher.
Soit k € N*. On effectue une suite de k tirages avec remise de boules de cette urne. Pour i € [1,n],
on note X; le nombre de fois ol on a obtenu une boule portant un numéro inférieur ou égal & i lors
des k premiers tirages.

Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance. En particulier, que valent F(X,,) et V(X,,) ?
Pourquoi était-ce prévisible 7

Exercice 1.26 (%)
Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parameétre p €]0,1[. On pose Y = L%J
Montrer que Y suit une loi géométrique de parametre ¢ = p(2 — p). En déduire son espérance et sa
variance.

Exercice 1.27 (%% - Une caractérisation de la loi géométrique - @))
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*.

1. On suppose que X suit une loi géométrique.

Montrer que :
Vn,h € N*,  Pixsp(X >n+h)=P(X > h). (*)
On dit que la loi géométrique est sans mémoire.
2. Réciproquement, on suppose que la condition () est vérifiée.

(a) Montrer que la suite (P(X > n))pen+ est géométrique de raison ¢ = P(X > 1).

(b) En déduire que X suit une loi géométrique de parametre p =1 — q.

Exercice 1.28 (k%% - QSP HEC)

Soit m > 3. m personnes jettent simultanément une piéce équilibrée. Une personne gagne si elle
obtient le contraire de toutes les autres. On note X le nombre de parties nécessaire a 'obtention d’un
vainqueur. Déterminer la loi de X, et en déduire que X admet une variance et une espérance, que
I’on déterminera.
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Espérance totale

Exercice 1.29 (%)

Un joueur dispose d’'un dé cubique non truqué dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et d’une piece
de monnaie dont la probabilité d’apparition de pile & chaque lancer est p (ot p € ]0,1[). Le joueur
lance le dé puis lance la piece autant de fois que le nombre apparu sur le dé. Soit X le nombre de pile
obtenus.

1. Calculer l'espérance de X sachant que le dé a donné le nombre k (ou k € [1,6]).
2. Calculer E(X) si elle existe.

3. Ecrire une fonction Python d’en-téte def simul(p) prenant en entrée un réel p €]0,1] et ren-
voyant une réalisation de la variable X.

Exercice 1.30 (%)

On lance une piece équilibrée jusqu’a obtenir « pile », et on note N le nombre de lancers qui ont été
nécessaires. On effectue alors une série de N lancers et on note X le nombre de « faces » obtenus lors
de ces N lancers.

1. Quelle est la loi de N 7

2. Déterminer la loi de X conditionnellement a I’événement [N = n|,n € N*. En déduire que
E(X|[N = n]) existe et la calculer.

3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4. Simulation Python.

(a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def simul() renvoyant une réalisation de la variable
X.

(b) Ecrire une fonction Python d’en-téte def Simul(n) renvoyant un vecteur de taille n con-
tenant n réalisations indépendantes de la variable X.

(¢) A Taide de la fonction Simul, déterminer une estimation de E(X) et vérifier ainsi le résultat
de la question 3.

Exercice 1.31 (%k%)

Une urne contient initialement n boules numérotées de 1 a n.

On effectue des tirages dans cette urne suivant le protocole suivant : si la boule numéro 7 vient d’étre
tirée, on la remet dans I'urne et on enléve toutes les boules portant un numéro strictement supérieur
a .

Pour tout k € N*, on note X, la variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue lors du k-éme
tirage.

1. Pour tout k € N* et i € [1,n], déterminer F(Xy11|Xy = i).
2. Exprimer E(Xj41) en fonction de E(X}), et en déduire la valeur de E(X}).

3. Ecrire une fonction Python d’en-téte def simul(n,k) prenant en entrée des entiers n et k
supérieurs a 1, et renvoyant une réalisation de la variable Xj.
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Exercice 1.32 (k%% - D’aprés oral ESCP 1999)

Au casino, un croupier mélange trois cartes : as de coeur, roi de coeur et valet de pique. Il les présente
face cachée, et un joueur choisit I'une des cartes au hasard. Si c¢’est un coeur, il gagne deux euros pour
le roi ou un euro pour 'as, et le jeu recommence. Si c’est le valet de pique, le jeu s’arréte. On note N
le nombre de cartes tirées par le joueur, et X la somme qu’il a gagnée a la fin de la partie.

1. Déterminer la loi de N.
2. Déterminer la loi de X sachant que [N = n].

3. Quel prix minimum le casino doit-il faire payer les parties pour que ce jeu soit rentable ?

Exercice 1.33 (k%% % - D’aprés oral ESCP 2003)

On dispose d’une urne contenant n boules portant des numéros deux a deux distincts. Un premier
joueur effectue une suite de tirages sans remise dans cette urne jusqu’a obtenir la boule portant le
plus grand numéro. On note alors X; le nombre de tirages qu’il a effectué pour obtenir cette boule.
S’il reste des boules dans I'urne, un second joueur effectue la méme expérience, c’est-a-dire qu’il tire
des boules de 'urne, sans remise, jusqu’a obtenir la boule portant le plus grand numéro parmi celles
qui n’ont pas été tirées par le premier joueur. On note alors Xs le nombre de tirages effectués par ce
second joueur. Si le premier joueur a déja tiré toutes les boules, alors Xy prend la valeur 0.

1. Donner la loi, I’espérance et la variance de X;.
2. Pour ¢ € [1,n], déterminer la loi de Xy conditionnellement a I’événement [X; = i].
3. En déduire 'espérance de Xs.

4. Déterminer la loi de X5 et retrouver le résultat de la question précédente.
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Fonction génératrice

Exercice 1.34 (Fonction génératrice - £7)
Partie I. Cas d’une variable aléatoire discréte finie. (%)

Soit n € N. Soit X une variable aléatoire telle que X (Q2) = [0, n].
On appelle fonction génératrice de X la fonction polynémiale G définie par :

VtER, G(t) =Y P(X =k)t*
k=0

1. Déterminer la fonction génératrice de X lorsque X — Z(n,p) (p €]0,1]) puis X — Z ([0, n]).

2. Montrer que pour tout ¢t € R, G(t) = E(t¥).
3. Montrer que E(X) = G/(1) et V(X) = G"(1) + G'(1) — (G'(1))>.

G*)(0)
k'
En déduire que la donnée de la fonction génératrice G de X caractérise la loi de X.

4. Montrer que pour tout k € [0,n], P(X = k) =

Partie II. Cas d’une variable aléatoire discréte infinie. (% % %)
Soit X une variable aléatoire telle que X (£2) C N.
1. Soit t € [—1,1]. Montrer que la série Z P(X = k)t* est absolument convergente.
k>0

On appelle alors fonction génératrice de X la fonction G définie sur [—1, 1] par :

vt € [-1,1], G(t) = +ZOOP(X = k)t~
k=0

2. Déterminer la fonction génératrice de X lorsque X — Z(\) (A €]0,+oc[) puis X — ¥4(p)
(p €]0,1)).

3. Montrer que pour tout t € [-1,1], G(t) = E(t¥).
4. On suppose dans cette question que X admet une espérance.

(a) Vérifier que : N .
vt €] —1,1], G(tzif(l) => (P(X:k:)ZtZ) .
k=1 i=0
G(t) -G

(b) En déduire que ¢ — 1

est croissante et majorée par E(X) sur [0, 1[. Que peut-on
en conclure ?

(¢) En remarquant que :

Vn e N*, Vtel0,1], zn: (p(X:k)kftz‘) < M7

k=1 i=0
montrer que G'(1) = E(X).
5. On suppose dans cette question que G est dérivable en 1 (nécessairement a gauche vu son
ensemble de définition).

En utilisant la majoration du 4.(c), montrer que X admet une espérance, égale & G'(1).

10



