ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

— TD4a
Intégrales
Intégration sur un segment
Exercice 4.1 (%) n-1 1o ) 121 g
Déterminer les limites suivantes : lim Z — 5 lim — Z(e’””)ﬁ ;o lim — sin —.
n—+oo =0 n n—+oo n =0 n—+oo n n

Exercice 4.2 (k%)
1. Montrer que la suite (s,) définie pour tout n € N* par

ey

k:1”+k

est convergente et déterminer sa limite.

2. Soit (un)nen+ la suite définie pour tout n € N* par

(_1)k+1
k

n
Un =Y S
k=1
Montrer par récurrence que Vn € N*, us, = s,.

3. Montrer la convergence de la suite (u,)pen+ puis déterminer sa limite.

Exercice 4.3 (%% %)

1 " — t2n
Déterminer la limite de la suite de terme général I,, = / ¢ dt pour tout n € N*.
0 _

Exercice 4.4 (% %)
Etudier la fonction f définie sur R par :

2 dt
= _,
f /g; Vit +t2 +1

On étudiera la parité, les variations, et ’on montrera que ET f(z)=0.
X o0

Exercice 4.5 (%% %% - QSP ESCP 2018)

Pour tout n € N*, on pose :
/1 dt
Up = _
o 1+t41tn

Montrer que la suite (uy,)nen+ converge et déterminer sa limite.

Exercice 4.6 (%% %% - Oral ESCP 2013)
Soit f la fonction définie par :

2x dt
oo [T
z t+sin(t)

1. Déterminer le domaine de définition Z; de f.
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2. Montrer que f est de classe €' sur Ds.
3. Déterminer lim f(z). En déduire lim f(z).
T——+00 I—>—00
4. Montrer que 'on peut prolonger f par continuité en x = 0.
On note f la fonction ainsi prolongée.
5. Montrer que f est dérivable sur R. Calculer f/(0).

6. La fonction f est-elle de classe € sur R ?

Nature d’une intégrale généralisée

Exercice 4.7 (%)
Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes.

+oo “+o0o dt +oo 1 “+o0o 1
[ [T e
1 o (1+2)vt Jo 1+t+(tlnt) 1 t

1/2 1 +oo 1 : 2 +o00 1 40 1\ —t g
——dt / %@)dx : / —dt / Mdt; /4,ﬁdt
0o tlnt 0 x o t 0 t 0 sin(2t) — sin(t)

Exercice 4.8 (%)
Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes, et en cas de convergence, calculer leur
valeur.

+00 1/2 1 400 t £)2 +00 ¢ 1n(¢2 +oo 1\ 1
/ t2e tdt / dt ; / M dt ; / n(t) dt ; / In <> —dt.
0 0o t(lnt)? oo 1+ ¢2 oo 1+ t4 oo t2)t

Exercice 4.9 (%)
Montrer que les intégrales généralisées suivantes convergent et déterminer leur valeur a ’aide d’une

intégration par parties.
1 1 +oo 1 +oo 1
/ 22 4 ; / —e Vtat / In (1 + ) dz.
0 vz 0 3 0 x2

Exercice 4.10 (%% - Exemple d’intégrale généralisée semi-convergente)
R +2° gin
1. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que I'intégrale généralisée / Tdt converge.
™

| sin ¢

"1 km
2. (a) Soit n € N*. Montrer que / dt > Z —/ | sin ¢|d¢.
n t = kT k- 1)r

km

(b) Montrer que pour tout k € N*, / |sint|dt = 2.
(k—1)m

nm 1 t
(¢) En déduire que lim |sin
n—+oo J

dt = +o00.

+00 | sint|

(d) En déduire que U'intégrale généralisée / dt diverge.

™

T gint
Ainsi, 'intégrale / ——dt converge mais ne converge pas absolument. Elle est dite semi-convergente.
™
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Exercice 4.11 (%)
Déterminer la nature des intégrales suivantes et préciser leur valeur en cas de convergence en utilisant
les changements de variable indiqués entre parentheses.

/+°°1”d (poser ¢ = Inz) /+°° L ( t)
—— dx osert =nxr) ; —_ oser u = e
1 x? P " Jo et+1 P

! 1 " +oo 1
/0 mdu (poser u = €*) ; /0 mdx (poser u = \/x)

Exercice 4.12 (%)
Etudier la nature des intégrales suivantes (on utilisera si nécessaire un changement de variable affine).

/O z2e®dr /3 dz / Int ——=dt ; /+OO e~ 207 H12eq,
—o0 0 V—1?2+2x+3 L (1-1)2 —00

2

Exercice 4.13 (k%) 1 .
1. (a) A T'aide du changement de variable y = —, montrer que les intégrales / mdx et
T 0 T

+oo In
/ ——dx convergent et sont de valeurs opposées.
1 1422

dx ?

+oo ]
(b) Que peut-on en déduire sur I'intégrale /0 1 122

2. Soit @ > 0. A I'aide d’un changement de variable, prouver la convergence et déterminer la valeur
Inz

+oo
de l'intégrale /0 mdx.

Exercice 4.14 (x4 %% - QSP ESCP 2016) +oo £(1)

+oo

Soit f une fonction continue sur [1,+oo[ telle que / f(t)dt converge. Montrer que / — dt
1 1

converge également.

Exercice 4.15 (%% %) 1
1. Montrer que l'intégrale / ] ( ) dt converge. On note [ sa valeur.
o In

N “+o00 e U _ 67211
2. A Paide du changement de variables v = — In(t), montrer que I = / — du.
0 U
2e p—u
3. Montrer que I = lim — du.
e—07t U

4. En déduire que I = ln(2).

Suites et fonctions définies par des intégrales

Exercice 4.16 (%)
On pose

1
Vn €N, I, :/ z"e"dx
0

1. En encadrant pour tout entier naturel n le terme I,,, montrer que la suite (I,,)nen converge vers
0.
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2. Montrer que pour tout entier naturel n on a

e 1

— 1.
n+1 n+1n+1

I, =

3. En déduire que la suite (nl,),en converge et préciser sa limite.

Exercice 4.17 (%)
On pose

xn

T2

1 1
Vn € N* I, = / 2" In(1 + 2?)dx et J, = /
0 0

1. (a) Déterminer .J;.

" 1
(b) Montrer que Vn € N*,0 < J,, < -

(¢) En déduire que la suite (J,,)n>1 converge et donner sa limite.

n+1 n+1

)
2. (a) Montrer que Vn € N*|I,, = In@) _ 2 oo
(b) En déduire que la suite (I,,),>1 converge et donner sa limite.

Exercice 4.18 (k%)
P eN I / " dt
our n on pose I, = —_.
) p n 0 (1 4 7f2)n—|-l
1. Justifier la convergence des intégrales généralisées I, pour n € N.

2. Montrer que la suite (I,),en est décroissante et qu’elle converge.

1
3. Montrer, grace & une intégration par parties, que : Vn € N, I, — I,,11 = ST 2In.
n
@) 7
4. Montrer alors que pour tout n € N, on a [, = W§

Exercice 4.19 (% %) Yoo

1
Soit f la fonction définie par f(x) =

——dt.
1 V14 t=t2

1. Montrer que I'ensemble de définition de f est 0, 4o0].

2. Montrer que la fonction f est décroissante sur 0, +oo[. En déduire que f admet une limite finie
en +o0.

3. Montrer que pour tout > 0, 0 < f(x) < —. En déduire la limite de f en +oo.

8w

Exercice 4.20 (% %) oo gt
Pour x € R, on note, sous réserve de convergence, f(z) = — cos(zt) dt.

0o Vit

1. Montrer que, pour tout x € R, l'intégrale définissant f(z) converge absolument. Ainsi, f est
une fonction définie sur R.

2. Montrer que f est paire et que pour tout z € R, |f(z)| < T'(1/2).

3. (a) Montrer que pour tout (a,b) € R? on a |cos(a) — cos(b)| < |a — b|.

I'(1/2)
2

(b) En déduire que pour tout (z,z0) € R?, on a |f(z) — f(zo)| < |z — xo

(c) Montrer que f est continue sur R.
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Exercice 4.21 (k%% - Etude d’un reste) oo gt
Soit f la fonction définie pour tout x €]0, +o0[ par f(x) = / e dt.
x

1. Montrer que la fonction f est bien définie, préciser ses variations et ses limites en +o00 et en 0.

e 7T +o0o 6—t
2. (a) Montrer que pour tout z > 0, f(z) = - / t—th,
x x

(b) En déduire que pour tout x > 0,

S Yo

T x

(c) Donner un équivalent simple de f(x) quand z tend vers +oo.

ll—e_t

3. (a) Montrer que pour tout z €]0, 1], 'intégrale g(z) = /
T
(b) Montrer que g admet une limite finie lorsque z tend vers 0.

(c) En déduire que f(x) v Inz.

dt est bien définie.

+oo
4. Montrer que l'intégrale / f(x)dz converge et calculer sa valeur.
0

Exercice 4.22 (k%% - Oral ESCP 2019)

oo sin(t)

r -+t

dt.

On considere I'intégrale suivante : /
0

1. (a) A Paide d’une intégration par parties, montrer que cette intégrale est convergente pour tout
x> 0.

(b) Montrer que cette intégrale est convergente pour x = 0.

+oo gin(t
On pose alors, pour tout x > 0, f(gg) — / Sln( ) dt
0 T+t

2. A l'aide d’un changement de variable affine, montrer que :

Vo >0, f(z)=cos(z) /+Oo sin(u) @ sin(z) /;OO cos(u) .-

= U U

3. (a) Montrer que f est dérivable sur R’ et calculer f'(x) pour tout = > 0.
(b) Montrer que f est de classe €2 sur ]0, +oo] et calculer f”(z) pour tout x > 0.

(¢) En déduire une relation entre z, f(z) et f”(x) pour tout z > 0.

4. Déterminer :Ugr-ir-loo f(z).

Exercice 4.23 (%% %% - Oral ESCP 2025)

1. Montrer que l'intégrale ::r > Si?#dt converge pour tout x > 0.

On pose alors pour tout =z > 0, f(x) = f;oo Si?#dt.

2. (a) Montrer qu’il existe un réel a tel que

lim (f(x) — £(1) + In(2)) = a.

z—0t

(on remarquera que Inz = [ 4 ).
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(b) Montrer que [;" f(z)dx converge.

/+°O Sin(t)dt o
0 t 2

3. On admet que

Calculer [, f(z)dz.

Comparaison série intégrale

Exercice 4.24 (% %)
Soit f la fonction définie pour ¢ € [2,4+oo[par f(t) = 5=

1.

1
tin?(t)”

Calculer pour tout = > 2, [5 f(t)dt.

2. Quelle est la nature de V'intégrale [,™° f(t)dt ?
3. Déterminer le tableau de variations de f.
4. En déduire la nature de la série nggm
5. Généraliser ce résultat en déterminant la nature de la série > #ﬁ(n)’ ou g > 1.
n=2
Exercice 4.25 (% %)
Déterminer un équivalent simple de
n
Up = Z\/E
k=1
Fonction Gamma
Exercice 4.26 (%% - Valeur de I' aux demi-entiers) Yoo too 4
1. Justifier la convergence et déterminer la valeur de intégrales Vite ldt et / t2etdt.
0 0
1 2n)!
2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a I (n + 2) = (43\'/7?
n!

Exercice 4.27 (% %) . ,
Pour tout n € N, on pose I, = / 2"e™ " dux.
0

1.

2.

Montrer que la suite (I,)nen est bien définie.

Déterminer Iy et 1.

N 1 1
A T’aide du changement de variable y = x2, montrer que pour tout n € N, I,, = §F (n—2|— ) .

n+1
2

Exprimer Io,11 et Iz, en fonction de n € N.

En déduire que pour tout n € N, I,10 = I,.

+o00o
Soit P € R[z]. Montrer que U'intégrale généralisée / P(ac)e_"j2 dz converge et déterminer sa
0

valeur en fonction des cceflicients de P.
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Exercice 4.28 (%% % - Oral ESCP 2012 - Fonction béta d’Euler)

1
Pour tous réels strictement positifs z et y, on pose B(z,y) = / =711 — )yt
0

1. Prouver la convergence de l'intégrale définissant B(x,y).

2. (a) Prouver que : V(z,y) € (R%)?, B(z,y) = B(y,z).
(b) Montrer que : V(z,y) € (R})?, B(z + 1,y) = gB(x,y +1).

3. Montrer que : ¥(z,y) € (R%)?, B(z,y+ 1) = B(z,y) — B(z + 1,y).

En déduire que B(z + 1,y) = ;1 B(z,y).

4. Soit n un entier naturel non nul, et soit x > 0.

(a) Etudier le signe sur [0,1] de la fonction g : t — et — 1 4+ ¢. En déduire que pour tout
t€[0,n], on a:
t n
(1 — ) <et.
n

(b) Montrer que pour tout ¢ € [0,n], on a : (1 - %) et<(1- %)n
).

n t n
(c) Montrer que lim (1 - ) 7l dt =T(z
0

n—-4o0o n
5. Montrer que :
n*n!

0 Tle)— .
x>0, T(x) n—too 2(z +1)...(x + n)

Exercice 4.29 (k%% - Etude de la fonction Gamma)

1 1
1. Montrer que pour tout > 0, I'(z) > f/ =1 dt.
€ .Jo

En déduire que lim I'(z) = +o0.
z—0

+oo
2. Montrer que pour tout z > 1, I'(z) > 23”_1/ e tdt.
2
En déduire lim I'(z).
T—>+00

3. On définit pour tout ¢ € R la fonction f; : z +— ¢" te™t.

(a) Soit t € RY.

Montrer que la fonction f; est de classe 42 sur R% et calculer f/ et f/.
(b) Soit € R et h € R* tel que |h| < min(z/2,1).

Montrer que pour tout ¢ € R :

filx +h) — fi(z)

h
)R )| <

2

< Mg(t,.’l?)

ou
()2t sit <1
Mo(t @) = { (Int)2e e sit>1

(c) Justifier la convergence des intégrales :

/+oo(lnt)ett“1dt, /l(lnt)2ettx/21dt et /+oo(lnt)2ettxdt.
0 0 1



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

(d) En déduire que I' est dérivable sur R et que :
+oo
vz e R, I'(z) = / () dt.
0

(e) A l'aide du théoréme de Rolle, montrer qu’il existe un réel a €]1,2[ tel que I'(a) = 0.

On ne cherchera pas a déterminer .

4. (a) Soit t > 0, montrer que la fonction f; est convexe sur RY .

(b) En déduire que la fonction I' est convexe sur R*..

5. Dresser le tableau de variation de la fonction I' et tracer sa courbe représentative.

Probléme

Exercice 4.30 (Valeur de l’intégrale de Gauss)
1. Les intégrales de Wallis

uy

Pour tout n € N, on pose I,, = /2 sin” x dx.
0

Calculer Iy et I.

Trouver une relation reliant I,,49 et I, pour tout n € N.

Calculer (n + 1)I,411, pour tout n € N.

Montrer que la suite (I,)nen est décroissante.

Montrer que I, 11 +r:O I,.

Déduire des questions précédentes un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oo.

Les deux questions suivantes ne servent pas a déterminer la valeur de l'intégrale de Gauss
mais sont classiques sur les intégrales de Wallis.

(g) Pour tout k € N, déterminer la valeur de Iy et Iy en fonction de k.

us

(h) Montrer que pour tout n € N, I,, = /2 cos" xdx.

0
2. (a) Montrer que pour tout x € R, on a 1 — 2% < e < b
: que p : et S
1 9 +o00 9 +00 1
(b) Pour tout n € N*, on pose J, :/ (1—2%)"dz, K, :/ e " dret Ly, :/ ———dz
0 0 o (L+a2)m

n :
Apres avoir justifié I'existence de ces intégrales, montrer que pour tout n € N*, J, < K, < L,,.
(c) Soit n € N*. Effectuer les changements de variable suivants :

1
x = cost dans J,, t = /nx dans K, et x = p— dans L,,.
an

+0o0
(d) Déduire des questions 1.(f) et 2.(c), la valeur de l'intégrale / e dt.
0




